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Prefaţă

Lucrarea este rezultatul seminariilor de Probabilităţi şi statistică matem-
atică şi Matematici avansate ţinute de autoare studenţilor anilor ı̂ntâi şi doi
ai Facultăţilor de Automatică şi Calculatoare şi Electronică din Universi-
tatea Politehnică Bucureşti.

Cartea este structurată ı̂n unsprezece capitole, conţinând o secţiune teo-
retică cu principalele noţiuni şi rezultate necesare rezolvării exerciţiilor, o
parte de probleme rezolvate care acoperă programa seminarului de Matem-
atici 3 şi probleme propuse studenţilor pentru o fixare mai bună a cunoştinţelor
predate, precum şi pentru ı̂nţelegerea altor cursuri de specialitate.

Pentru aprofundarea conceptelor fundamentale sunt necesare o pregătire
teoretică suplimentară şi o participare activă ı̂n cadrul seminariilor şi cur-
surilor.

Mult succes!
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Capitolul 1

Spaţii de probabilitate

1.1 Noţiuni teoretice

Definiţia 1.1. Se numeşte spaţiu (câmp) discret de probabilitate o
mulţime finită Ω = (ωn)n≤N sau numărabilă Ω = (ωn)n∈IN, ı̂mpreună cu un
şir (pn)n, 0 ≤ pn ≤ 1, satisfăcând condiţia

∑
n

pn = 1

Definiţia 1.2. Orice submulţime A ⊂ Ω este un eveniment căruia i se
ataşează probabilitatea P (A) =

∑

ωn∈A

pn

Exemplul 1.1. In urma experienţei care constă ı̂n aruncarea unei mon-
ede putem obţine unul din rezultatele (faţa cu stema), (faţa cu valoarea).
Considerând un singur rezultat, faţa cu stema poate să apară sau să nu
apară ; ı̂n acest exemplu apariţia feţei cu stema este un eveniment aleator
(̂ıntâmplător).

Orice eveniment ı̂ntâmplător depinde de acţiunea combinată a mai mul-
tor factori ı̂ntâmplători. In experienţa aruncării monedei printre factorii
ı̂ntâmplători putem aminti: felul ı̂n care mişcăm mâna, particularităţile
monedei, poziţia ı̂n care se găseşte moneda ı̂n momentul aruncării.

Relativ la producerea unui eveniment ı̂ntâmplător ı̂ntr-un singur rezultat
nu putem spune nimic. Situaţia se schimbă atunci când avem ı̂n vedere
evenimente ı̂ntâmplătoare ce pot fi observate de mai multe ori ı̂n condiţii
identice.

Aceste evenimente se supun unor legi, cunoscute sub numele de legi
statistice, teoria probabilităţilor stabilind forma lor de manifestare şi
permiţând să se prevadă desfăşurarea lor. Este normal să nu putem să
prevedem dacă ı̂ntr-o singură aruncare a monedei va apărea faţa cu stema,
ı̂nsă ı̂ntr-o serie mare de experienţe, putem prevedea cu suficientă precizie
numărul de apariţii ale acestor feţe.
Definiţia 1.3. Evenimentul sigur este un eveniment care se realizează

cu certitudine la fiecare efectuare a experienţei.
Exemplul 1.2. Alegerea unei piese corespunzătoare sau necorespunzătoare
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8 CAPITOLUL 1. SPAŢII DE PROBABILITATE

standardului dintr-un lot de piese este evenimentul sigur al experienţei.
Definiţia 1.4. Evenimentul imposibil nu se produce la nici o efectuare
a experienţei.
Exemplul 1.3. Extragerea unei bile roşii dintr-o urnă care conţine numai
bile albe.
Definiţia 1.5. Intotdeauna unui eveniment ı̂i corespunde un eveniment
contrar, a cărui producere constă ı̂n nerealizarea primului. Evenimentul
contrar unui eveniment A ı̂l vom nota A,CA,Ac.
Exemplul 1.4. Fie A evenimentul apariţiei uneia din feţele 2,5 la arun-

carea unui zar şi cu B apariţia uneia din feţele 1,3,4,6. Se observă că atunci
când nu se produce evenimentul A, adică atunci când nu apare una din feţele
2 sau 5, se produce evenimentul B, adică obţinem una din feţele 1,3,4,6 şi
invers.
Definiţia 1.6. Evenimentele A şi B se numesc compatibile dacă se pot
produce simultan, adică dacă există rezultate care favorizează atât pe A cât
şi pe B.
Exemplul 1.5. La aruncarea zarului evenimentul A care constă din

apariţia uneia din feţele cu un număr par şi evenimentul B care constă din
apariţia uneia din feţele 2 sau 6 sunt compatibile deoarece dacă vom obţine
ca rezultat al experienţei apariţia feţei 2 ı̂nseamnă că s-au produs ambele
evenimente. Acelaşi lucru se ı̂ntâmplă dacă obţinem faţa 6.
Definiţia 1.7. Evenimentele A şi B se numesc incompatibile dacă nu se
pot produce simultan, adică dacă nu există rezultate care favorizează atât
pe A cât şi pe B.
Definiţia 1.8. Dacă A şi B sunt evenimente incompatibile (A ∩ B = ∅),

atunci P (A ∪B) = P (A) + P (B).
Mai general, pentru orice şir (An)n∈IN de evenimente două câte două

incompatibile, avem P (
∞⋃

n=0

An) =
∞∑

n=0

P (An)

Observaţia 1.1. Evenimentele contrare sunt incompatibile, dar eveni-
mentele incompatibile nu sunt ı̂ntotdeauna contrare.
Exemplul 1.6. La aruncarea zarului evenimentul A care constă din

apariţia uneia din feţele cu un număr impar şi evenimentul B care constă
din apariţia uneia din feţele cu un număr par sunt evenimente incompatibile
şi contrare.
Exemplul 1.7. La aruncarea zarului evenimentul A care constă din

apariţia uneia din feţele cu un număr par şi B ce constă din apariţia feţei
5 sunt incompatibile, ı̂nsă nu sunt contrare deoarece nerealizarea evenimen-
tului A nu este echivalentă cu producerea evenimentului B.
Definiţia 1.9. Se numeşte spaţiu de probabilitate un triplet (Ω,K, P ),
unde Ω este o mulţime de evenimente elementare, K este o σ-algebră de
părţi ale lui Ω, iar P : K → [0, 1] este o măsură de probabilitate satisfăcând
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P (Ω) = 1 şi P (
∞⋃

n=0

An) =
∞∑

n=0

P (An), pentru orice şir (An)n∈IN de evenimente

două câte două incompatibile.
Cazuri particulare
1.Definiţia clasică a probabilităţii
Dacă Ω este o mulţime cu N elemente, se poate defini un spaţiu discret

de probabilitate luând pn = 1
N , n = 1, N . In acest caz se spune că eveni-

mentele elementre sunt echiprobabile şi pentru orice eveniment A ⊂ Ω,
avem P (A) = card(A)

card(Ω) .
2. Probabilităţi geometrice
Fie Ω ⊂ IRn o mulţime de măsură Lebesgue finită şi fie KΩ σ- al-

gebra submulţimilor sale boreliene. Obţinem un spaţiu de probabilitate
(Ω,KΩ, P ), definind pentru orice A ∈ KΩ, P (A) = µ(A)

µ(Ω) , unde µ este măsura
Lebesgue ı̂n IRn (deci lungime pe IR, arie ı̂n IR2 etc.).

Proprietăţi ale probabilităţilor
Fie (Ω,K, P ) un spaţiu de probabilitate.
1. Dacă A,B ∈ K şi A ⊂ B, atunci P (B \A) = P (B)− P (A)
2. Formula lui Poincare Fie n evenimente arbitrare A1, . . . An ∈ K,

atunci P (
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

i=1

P (Ai)−
∑

i6=j

P (Ai∩Aj)+. . .+(−1)n−1P (A1∩. . .∩An).

3. Pentru orice şir crescător de evenimente A0 ⊂ A1 ⊂ . . . An ⊂ . . . avem

P (
∞⋃

n=0

An) = lim
n→∞P (An).

4. Pentru orice şir descrescător de evenimente A0 ⊃ A1 ⊃ . . . An ⊃ . . .

avem P (
∞⋂

n=0

An) = lim
n→∞P (An).

Definiţia 1.10. a) Evenimentele A şi B se numesc independente dacă
P (A ∩B) = P (A)P (B).

b) Evenimentele A1, . . . An se numesc independente ı̂n ansamblu dacă
pentru orice m ≤ n şi 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jm ≤ n, avem

P (Aj1 ∩ . . . ∩Ajm) = P (Aj1) . . . P (Ajm)

Observaţia 1.2. Dacă n evenimente sunt independente două câte două
nu sunt neapărat independente ı̂n totalitatea lor. Acest lucru se vede ı̂n
următorul exemplu datorat lui S.N. Bernstein : Se consideră un tetraedru
omogen cu feţele colorate ı̂n alb, negru, roşu şi a patra ı̂n cele trei culori.
Efectuăm experimentul aruncării acestui corp o singură dată . Să notăm cu
Ai evenimetul ca tetraedrul să se aşeze pe faţa cu numărul i,i = 1, 4. Eveni-
mentele Ai sunt evenimente elementare ale câmpului asociat experimentului
descris.

Avem P (Ai) = 1
4 , i = 1, 4
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Dacă notăm A = A1 ∪A2, B = A1 ∪A3, C = A1 ∪A4 avem P (A) =
= P (B) = P (C) = 1

2 , deoarece pentru fiecare culoare sunt patru cazuri
posibile şi două cazuri favorabile - faţa cu culoarea respectivă şi faţa cu
toate culorile.

De asemenea, P (A∩B) = P (B ∩C) = P (C ∩A) = 1
4 , deci evenimentele

A,B, C sunt independente două câte două .
Din P (A ∩ B ∩ C) = P (A1) = 1

4 ,P (A)P (B)P (C) = 1
8 rezultă că eveni-

mentele A,B, C nu sunt independente ı̂n ansamblul lor.
Definiţia 1.11. Fie A şi B evenimente cu P (B) 6= 0. Probabilitatea

lui A condiţionată de B, notată P (A/B) sau PB(A), se defineşte prin
P (A/B) = P (A∩B)

P (B) .
Formula de ı̂nmulţire a probabilităţilor
Dacă A1, . . . An sunt n evenimente, atunci

P (A1∩ . . .∩An) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1∩A2) . . . P (An/A1∩ . . .∩An−1)

Formula probabilităţii totale
Dacă evenimentul sigur Ω se descompune ı̂n reuniunea a n evenimente

incompatibile H1, . . . Hn, atunci, pentru orice eveniment A ∈ K, avem

P (A) =
n∑

i=1

P (A/Hi)P (Hi)

Formula lui Bayes

P (Hj/A) =
P (A/Hj)P (Hj)
n∑

i=1

P (A/Hi)P (Hi)

In particular, pentru orice două evenimente A,B avem

P (A) = P (A/B)P (B) + P (A/Bc)P (Bc)

şi

P (B/A) =
P (A/B)P (B)

P (A/B)P (B) + P (A/Bc)P (Bc)

1.2 Probleme rezolvate

1. Intr-un spaţiu de probabilitate (Ω,K, P ) se consideră evenimentele
A, B,C ∈ K astfel ı̂ncât P (A) = 1

3 , P (B) = 1
4 , P (A ∩ B) = 1

6 . Să
se determine P (Ac), P (Ac ∪B), P (A ∪Bc), P (Ac ∪Bc), P (Ac ∩Bc).

Soluţie. P (Ac) = 1− P (A) = 1− 1
3 = 2

3
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P (Ac∪B) = P (Ac)+P (B)−P (Ac∩B) = 2
3 + 1

4− [P (B)−P (A∩B)] =
= 2

3 + 1
4 − 1

4 + 1
6 = 5

6

P (A∪Bc) = P (A)+P (Bc)−P (A∩Bc) = 1
3+1− 1

4−[P (A)−P (A∩B)] =
= 1

3 + 1− 1
4 − 1

3 + 1
6 = 11

12

P (Ac ∩Bc) = P [(A ∪B)c] = 1− P (A ∪B) = 1− P (A)− P (B)+
+P (A ∩B) = 1− 1

4 + 1
6 = 7

12

P (Ac ∪Bc) = P [(A ∩B)c] = 1− P (A ∩B) = 1− 1
6 = 5

6

2. Se consideră spaţiul Ω =
{
a, b, c, d

}
şi evenimentele A =

{
a, d

}
,B =

=
{
a, b, c

}
, C =

{
b, d

}
din σ- algebra K = P(Ω). Să se stabilească

dacă există probabilităţi pe K ce verifică una dintre următoarele serii
de condiţii :

a) P (A) = 0, 5, P (B) = 0, 9, P (C) = 0, 4

b) P (A) = 0, 6, P (B) = 0, 8, P (C) = 0, 7

c) P (A) = P (B) = P (C)

Soluţie. a) Din relaţia P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) rezultă
1 = 0, 5 + 0, 9− P (

{
a
}
) =⇒ P (

{
a
}
) = 0, 4

Analog, folosind evenimentele B şi C, găsim P (
{
b
}
) = 0, 3, P (

{
c
}
) =

= 0, 2, P (
{
d
}
) = 0, 1

b) Dacă procedăm ca la a) găsim P (
{
a
}
) = 0, 4, P (

{
b
}
) = 0, 5 şi

P (
{
c
}
) = −0, 1 ceea ce nu se poate pentru că orice probabilitate este

pozitivă .

c) Notăm cu x valoarea comună a celor 3 probabilităţi şi procedând ca
mai sus rezultă P (

{
a
}
) = P (

{
b
}
) = 2x−1, P (

{
c
}
) = 2−3x, P (

{
d
}
) =

= 1− x.

Punând condiţia ca probabilităţile să fie subunitare şi pozitive rezultă
1
2 ≤ x ≤ 2

3

3. Este mai probabil să obţinem cel puţin un număr 6 ı̂n 4 aruncări cu
zarul sau să obţinem cel puţin o dublă şase ı̂n 24 de aruncări cu 2
zaruri?

Soluţie. Probabilitatea de a nu obţine faţa cu numărul 6 ı̂ntr-o arun-
care cu zarul este 5

6 .

Probabilitatea de a obţine cel puţin un număr 6 ı̂n 4 aruncări cu zarul
este P1 = 1− (

5
6

)4 ' 0, 51

Probabilitatea de a nu obţine dublă şase ı̂n 24 de aruncări cu 2 zaruri
este

(
35
36

)24.
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Probabilitatea de a obţine cel puţin o dublă şase ı̂n 24 de aruncări cu
2 zaruri este P2 = 1− (

35
36

)24 ' 0, 49

Aşadar este mai probabil să obţinem cel puţin un număr 6 ı̂n 4 aruncări
cu zarul decât să obţinem cel puţin o dublă şase ı̂n 24 de aruncări cu
2 zaruri.

4. Care e probabilitatea ca suma a 3 numere din intervalul [0, a] alese la
ı̂ntâmplare să fie mai mare decât a?

Soluţie. Spaţiul de probabilitate este Ω = [0, a]3. Evenimentul cerut
este format din punctele mulţimii E =

{
(x, y, z) ∈ Ω/x + y + z ≥ a

}

Alegem un sistem ortogonal de axe şi Ω se reprezintă printr-un cub
de latură a situat ı̂n primul octant, iar E este una din regiunile lui Ω
separate de planul x+y+z = a (complementara tetraedrului OABC).

Atunci P (E) = a3−a3

6
a3 = 5

6

5. Pe un plan orizontal se consideră un sistem de axe xOy şi mulţimea
E a punctelor cu coordonate ı̂ntregi. O monedă cu diametrul 1

2 e
aruncată la ı̂ntâmplare pe acest plan. Care e probabilitatea ca moneda
să acopere un punct din E?

Soluţie. Fie C(x0, y0) cel mai apropiat punct din E de centrul M al
monedei, deci coordonatele lui M sunt de forma (x0 + x, y0 + y),
−1

2 < x, y < 1
2

Spaţiul de selecţie este Ω =
{
(x, y) ∈ IR2/− 1

2 < x, y < 1
2

}

Mulţimea evenimentelor elementare favorabile este
A =

{
(x, y) ∈ Ω/(x− x0)2 + (y − y0)2 < 1

16

}

Deci p = aria(A)
aria(Ω) = π

16

6. O urnă conţine 12 bile numerotate de la 1 la 12. Să se determine
probabilitatea ca bilele numerotate cu 5,7,11 să iasă la extragerile de
rangul 5,7,11.

Soluţie. Cazuri posibile: 12!

Cazuri favorabile 9!, deoarece dacă fixăm de fiecare dată bilele cu nu-
merele 5,7,11 rămân 9 libere.

Probabilitatea este P = 9!
12!

7. O urnă conţine 50 bile dintre care 10 sunt negre, iar restul albe. Se
scot la ı̂ntâmplare 5 bile. Care e probabilitatea ca ı̂ntre cele 5 bile să
fie bile negre?
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Soluţie. Fie evenimentele A = toate cele 5 bile sunt albe, B = ı̂ntre
cele 5 bile cel puţin una este neagră ; A şi B sunt complementare

P (A) = C5
40

C5
50

=⇒ P (B) = 1− P (A) = 1− C5
40

C5
50

= 0, 68944

8. Coeficienţii ı̂ntregi ai ecuaţiei ax2 +bx+c = 0 sunt obţinuţi prin arun-
carea unui zar de 3 ori. Să se determine probabilitatea ca rădăcinile
ei : a) să fie reale; b) să nu fie reale.

Soluţie. a) Condiţia ca rădăcinile să fie reale este ∆ ≥ 0 =⇒ b2−4ac ≥
≥ 0 =⇒ b2 ≥ 4ac =⇒ b2

4 ≥ ac

Numărul cazurilor posibile este 63 = 216

Calculând ac pentru diversele valori ale lui a şi c cu b = 2, 3, 4, 5, 6
găsim numărul cazurilor favorabile este 43.(pentru b = 2 avem 1 caz
favorabil, pentru b = 3 avem 3 cazuri favorabile, pentru b = 4 avem 8
cazuri favorabile, pentru b = 5 avem 14 cazuri favorabile, pentru b = 6
avem 17 cazuri favorabile)

Atunci p = 43
216

b) p = 1− 43
216

9. Intr-o cameră ı̂ntunecoasă se găsesc 5 perechi de pantofi. Se aleg la
ı̂ntâmplare 5 pantofi.

a) Care e probabilitatea ca ı̂ntre cei 5 pantofi aleşi să fie cel puţin o
pereche, ı̂n ipoteza că cele 5 perechi de pantofi sunt fiecare de acelaşi
fel?

b) Care e probabilitatea ca ı̂ntre cei 5 pantofi aleşi să fie cel puţin o
pereche, ı̂n ipoteza că cele 5 perechi de pantofi sunt de mărimi (culori)
diferite?

Soluţie. a) Fie evenimentele A = cu cei 5 pantofi aleşi se poate forma
cel puţin o pereche, B = cu cei 5 pantofi aleşi nu se poate forma nici
o pereche

A şi B sunt evenimente complementare, deci P (A) = 1− P (B) =
= 1 − 2

C5
10

, deoarece numărul cazurilor posibile este dat de numărul
de grupuri de câte 5 pantofi ce se pot forma din totalul de 10 pantofi.
Ca să nu pot forma o pereche cu cei 5 pantofi aleşi trebuie ca ei să fie
sau toţi pentru piciorul drept sau toţi pentru piciorul stâng şi avem 2
posibilităţi.

b) Calculăm P (B). Numărul cazurilor posibile este C5
10.

Stim că nu putem forma nici o pereche dacă cei 5 pantofi aleşi sunt
toţi pentru piciorul drept sau dacă 4 sunt pentru piciorul drept ı̂nsă de
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mărimi diferite şi unul pentru piciorul stâng, ı̂nsă de cealaltă mărime,
sau dacă 3 sunt pentru piciorul drept de mărimi diferite şi 2 pentru
piciorul stâng, dar de celelalte mărimi şi diferite ı̂ntre ele, etc. Deci,
ı̂ntre cei 5 pantofi poate să nu apară nici un pantof stâng ı̂n C5

5 grupe,
să nu apară un pantof stâng ı̂n C4

5 grupe, 2 pantofi stângi ı̂n C3
5 grupe

etc.

Numărul cazurilor favorabile este C5
5 +C4

5 +C3
5 +C2

5 +C1
5 +C0

5 = 25 =⇒
=⇒ P (B) = 25

C5
10

Fie evenimentul C = cu cei 5 pantofi putem forma cel puţin o pereche
=⇒ P (C) = 1− P (B) = 1− 25

C5
10

10. Un lift urcă cu k persoane ı̂ntr-o clădire cu n etaje. Care e probabili-
tatea ca la un etaj să coboare cel mult o persoană ?

Soluţie. Vom presupune că toate modurile de grupare a persoanelor
ı̂n lift sunt egal probabile. Vom distinge 2 cazuri n < k şi n ≥ k.

Dacă n < k, probabilitatea ca la un etaj să coboare cel mult o persoană
este nulă , deoarece numărul persoanelor depăşeşte numărul etajelor
şi neapărat la un etaj va trebui să coboare mai mult de o persoană .

Dacă n ≥ k, atunci numărul cazurilor posibile este dat de numărul
aplicaţiilor mulţimii

{
1, 2, . . . , k

}
ı̂n mulţimea

{
1, 2, . . . , n

}
care este

dat de nk.

Numărul cazurilor favorabile este dat de numărul aplicaţiilor mulţimii{
1, 2, . . . , k

}
ı̂n mulţimea

{
1, 2, . . . , n

}
ı̂n care fiecărui element din{

1, 2, . . . , k
}

ı̂i corespunde un singur element din
{
1, 2, . . . , n

}
. Acest

număr este Ak
n şi probabilitatea va fi Ak

n

nk .

Observaţia 1.3. Să ne reamintim cum calculăm numărul aplicaţiilor
de la o mulţime cu k elemente la o mulţime cu n elemente.

Fie mulţimea A cu card (A) = k şi mulţimea B cu card(B) = n.Vrem
să arătăm că numărul aplicaţiilor f : A → B este nk.

In loc să numărăm funcţii vom număra cuvinte ordonate astfel :
f : A → B, f −→ f(x1)f(x2) . . . f(xk) - un cuvânt de lungime k format
cu litere din milţimea B, unde A =

{
x1, x2, . . . , xk

}
, B =

=
{
y1, y2, . . . , yn

}

Reciproc, fiecărui cuvânt de lungime k cu litere din mulţimea B ı̂i
asociem funcţia yi1yi2 . . . yik, f(x1) = yi1, f(x2) = yi2, . . . f(xk) = yik

Vom număra deci cuvintele ordonate de lungime k cu litere din alfa-

betul B:

nk

(
n2

n, n, . . . , n)
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Să ne reamintim cum calculăm numărul aplicaţiilor injective de la o
mulţime cu k elemente la o mulţime cu n elemente, unde k ≤ n.

Fiecărei funcţii injective f : A → B ı̂i corespunde o submulţime ordo-
nată a lui B, care este formată din elementele y1 = f(x1), y2 =
= f(x2), . . . , yk = f(xk) (toate aceste elemente sunt diferite ı̂ntre ele,
după injectivitatea funcţiei f). Invers, fiecare submulţime ordonată ,
având k elemente, a lui B, defineşte o funcţie injectivă f de la A la B,
prin care f(xm) = ym.

Astfel, numărul funcţiilor injective definite pe o mulţime A cu k el-
emente cu valori ı̂ntr-o mulţime B cu n elemente (k ≤ n), este egal
cu numărul submulţimilor ordonate, având câte k elemente, ale lui B,
adică cu Ak

n.

11. Un fumător ı̂şi cumpără două cutii de chibrituri şi le bagă ı̂n buzu-
nar. După aceea de fiecare dată când foloseşte un chibrit, ı̂l scoate la
ı̂ntâmplare dintr-o cutie. După câtva timp scoate o cutie şi constată
că este goală . Care este probabilitatea ca ı̂n a doua cutie să fie ı̂n
acel moment k chibrituri, dacă la ı̂nceput ambele cutii aveau câte n
chibrituri? Folosind rezultatul problemei, să se deducă valoarea sumei
Cn

2n + 2Cn
2n−1 + 22Cn

2n−2 + . . . + 2nCn
n .

Soluţie. In momentul când persoana constată că o cutie este goală ,
ı̂n a doua cutie pot fi h chibrituri, h = 0, n. Convenim să ı̂nlocuim
cutia care s-a golit cu una plină şi că vom continua experienţa până ce
am efectuat a (2n + 1)-a extragere, deoarece atunci cel puţin una din
cutii va fi goală , iniţial ele având 2n chibrituri. La un moment dat
fumătorul a scos pentru prima dată al (n + 1)-lea chibrit dintr-o cutie
şi deci trebuie să aflăm probabilitatea ca din cea de a doua cutie să se
fi extras n−k chibrituri. Intrucât fiecare chibrit poate fi extras dintr-o
cutie sau alta şi ı̂n total fac 2n+1 extrageri succesive, atunci numărul
cazurilor posibile este dat de mulţimea aplicaţiilor lui 1, 2, . . . , 2n + 1
ı̂n mulţimea cu două elemente, deci este 22n+1.

Favorabile sunt cazurile ı̂n care din primele 2n − k chibrituri extrase
avem n chibrituri din prima cutie, n − k din a doua cutie şi al (2n −
k+1)-lea chibrit este scos tot din prima cutie. Numărul acestor cazuri
este Cn

2n−k.

Cum rolul primei cutii ı̂l poate juca oricare din cele două cutii rezultă
că avem 2Cn

2n−k cazuri. Asociind aceste cazuri cu celelalte 2k posi-
bilităţi de extragere, ı̂n celelalte k extrageri ce se mai pot face până la
numărul de 2n + 1 când ne oprim, găsim că numărul cazurilor favora-
bile este dat de 2k+1Cn

2n−k.
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Deci probabilitatea cerută este pk =
2k+1Cn

2n−k

22n+1 .

Cum k poate lua valorile 0, 1, 2, . . . , n şi
n∑

k=0

pk = 1 rezultă că

n∑

k=0

2k+1Cn
2n−k = 22n+1.

12. Intr-un tramvai cu trei vagoane se urcă , la ı̂ntâmplare, 7 persoane.
Care este probabilitatea ca ı̂n primul vagon să se urce 4 persoane?

Soluţie. Pentru a le deosebi vom nota vagoanele prin a, b, c. Punctele
corespunzătoare spaţiului de selecţie constau ı̂n toate şirurile posibile
de 7 litere, unde fiecare literă a şirului poate fi a, b şi c. Un astfel de
şir arată ı̂n felul următor bacaaac şi ne spune că primul pasager s-a
urcat ı̂n vagonul b, următorul ı̂n vagonul a, altul ı̂n vagonul c, trei ı̂n
vagonul a şi ultimul ı̂n vagonul c. Deci spaţiul de selecţie conţine 37

puncte, care sunt aranjamente cu repetiţie, adică aplicaţiile mulţimii
cu 7 elemente ı̂n mulţimea cu 3 elemente. Deoarece alegerile se fac la
ı̂ntâmplare, punctele acestui spaţiu sunt egal probabile, fiecare având
probabilitatea 1

37 .

Să notăm cu E evenimentul ce constă ı̂n faptul că ı̂n vagonul a se
urcă 4 persoane. Acest eveniment este realizat de C4

7 · 23 puncte,
deoarece cele 7 persoane, ı̂n grupe de câte 4, se pot urca ı̂n C4

7 moduri,
iar dacă presupunem că ı̂n primul vagon s-au urcat 4 persoane ı̂n C4

7

moduri vom asocia numărul modurilor ı̂n care cele 3 persoane rămase
se pot urca ı̂n celelalte două vagoane (acest număr fiind 23). Aşadar,
P (E) = C4

7 ·23

37 .

13. (Problema zilei de naştere) Intr-o cameră sunt k persoane. Care
este probabilitatea ca cel puţin două dintre aceste persoane să aibă
aceeaşi zi de naştere, adică aceeaşi zi şi lună a anului.

Soluţie. Să presupunem că luna februarie are 28 de zile, adică anul are
365 de zile. Pentru fiecare persoană există 365 posibilităţi pentru ziua
de naştere şi 365k posibilităţi pentru zilele de naştere ale celor k per-
soane din cameră . Astfel, spaţiul de selecţie corespunzător experienţei
are 365k puncte, fiecare dintre ele fiind de forma (x1, . . . , xk), unde
xi reprezintă ziua de naştere a persoanei i. Vom presupune că toate
punctele sunt egal probabile, adică vom asocia fiecărui punct al spaţiului
de selecţie probabilitatea 1

365k .

Deoarece evenimentele A=”cel puţin două persoane au aceeaşi zi de
naştere” şi B=”din cele k persoane nu există două care să aibă aceeaşi
zi de naştere” sunt complementare, avem P (A) = 1− P (B).
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Pentru ziua de naştere a primei persoane sunt 365 de posibilităţi, a celei
de-a doua persoane 364 de posibilităţi,. . ., a persoanei k, 365− (k− 1)
posibilităţi. Urmează că numărul de puncte ce favorizează evenimentul
B este 365 · 364 · . . . (365− k + 1). Deci P (B) = 365·364·...(365−k+1)

365k =⇒
=⇒ P (A) = 1− 365·364·...(365−k+1)

365k .

14. Se aruncă 3 zaruri. Să se calculeze probabilitatea ca suma punctelor
obţinute să fie:

a) mai mică decât 8;

b) mai mare decât 7;

c) egală cu 12.

Soluţie. a) Fie Ak evenimentul ce constă ı̂n faptul că dintr-o aruncare
cu 3 zaruri obţinem suma k,3 ≤ k ≤ 18.

Atunci, folosind pentru probabilitate raportul dintre numărul cazurilor
favorabile şi numărul cazurilor posibile avem

P (Ak) =

card
{
(e1, e2, e3)/ej = 1, 6, 1 ≤ j ≤ 3,

3∑

j=1

ej = 1
}

card
{
(e1, e2, e3)/ej = 1, 6, 1 ≤ j ≤ 3

}

Dacă notăm cu A evenimentul ca ı̂ntr-o aruncare suma punctelor
obţinute să fie mai mică decât 8 putem scrie A = A3 ∪A4 ∪ . . . A7.

Evenimentele Ak, 3 ≤ k ≤ 18 fiind incompatibile două câte două găsim

P (A) =
7∑

k=3

P (Ak),P (A3) = 1
63 , P (A4) = 3

63 .

Pentru găsirea acestui rezultat raţionăm ı̂n felul următor: considerăm
cubul determinat prin intersecţia planelor x = 1, x = 6, y = 1, y =
= 6, z = 1, z = 6, ı̂ntr-un sistem de axe rectangulare tridimensional.
Secţionăm acest cub cu plane paralele cu axele şi anume x = 2, 3, 4, 5,
y = 2, 3, 4, 5, = 2, 3, 4, 5. Mulţimea tuturor punctelor de intersecţie
astfel obţinute ne dă mulţimea tripletelor (e1, e2, e3), ej = 1, 6, 1 ≤ j ≤
≤ 3.

In fiecare plan z = 1, 2, 3, 4, 5, 6 avem câte 36 puncte, deci ı̂n total 63

puncte.

In planul z = 1 sunt două triplete (e1, e2, e3), ej = 1, 6, 1 ≤ j ≤

≤ 3,
3∑

j=1

ej = 4, iar ı̂n planul z = 2 un triplet de această formă . Deci

P (A4) = 3
63 .
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In planul z = 1 sunt 3 triplete (e1, e2, e3), ej = 1, 6, 1 ≤ j ≤ 3,

3∑

j=1

ej =

= 5.

In planul z = 2 două şi ı̂n planul z = 3 un triplet de această formă .
Prin urmare P (A5) = 6

63 .

Asemănător găsim P (A6) = 10
63 , P (A7) = 15

63 .

Aşadar, P (A) = 1
63 (1 + 3 + 6 + 10 + 15) = 35

63 .

b) Dacă B este evenimentul că suma punctelor este mai mare decât 7,

atunci B =
18⋃

j=8

Aj .

Deci P (B) =
18∑

j=8

P (Aj).

Cu raţionamentul de mai sus găsim P (A8) = 21
63 , P (A9) = 25

63 , P (A10) =
= 27

63 , P (A11) = 27
63 , P (A12) = 25

63 , P (A13) = 21
63 , P (A14) = 15

63 , P (A15) =
= 10

63 , P (A16) = 6
63 , P (A17) = 3

63 , P (A18) = 1
63 .

Deci P (B) = 1
63 (21 + 25 + 27 + 27 + +25 + 21 + 15 + 10 + 6 + 3 + 1)

La acelaşi rezultat puteam ajunge observând că P (B) + P (A) = 1,
deci P (B) = 1− P (A) = 1− 35

63 .

c) P (A12) = 25
63

15. Un scafandru are 2 sisteme de oxigen independente, astfel ı̂ncât dacă
unul se defectează scafandrul să primească ı̂n continuare oxigen. Pre-
supunem că probabilitatea ca sistemul I să funcţioneze este 0,9, ı̂n
timp ce probabilitatea ca sistemul II să funcţioneze este 0,8.

a) Găsiţi probabilitatea ca nici un sistem să nu se defecteze;

b) Găsiţi probabilitatea ca cel puţin un sistem să funcţioneze.

Soluţie. a) Fie evenimentele S1=sistemul I funcţionează şi S2=sistemul
II funcţionează .

Avem P (S1) = 0, 9, P (S2) = 0, 8

P (S1 ∩ S2) = P (S1)P (S2) = 0, 9 · 0, 8 = 0, 72

b) P (S1 ∪ S2) = P (S1) + P (S2)− P (S1 ∩ S2) = 0, 9 + 0, 8− 0, 72 =
= 0, 98

16. Trăgătorul A nimereşte ţinta de 8 ori din 11 trageri, iar B de 9 ori din
10 trageri. Dacă trag simultan ı̂n aceeaşi ţintă , care e probabilitatea
ca ţinta să fie atinsă .
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Soluţie. Fie evenimentele A1 = A să nimerească ţinta, A2 = B să
nimerească ţinta.

Probabilitatea căutată este p = P (A1 ∪A2) = P (A1) + P (A2)−
−P (A1)P (A2) = 8

11 + 9
10 − 8

11 · 9
10 .

17. Sase vânători au zărit o vulpe şi au tras simultan. Presupunem că de la
distanţa respectivă , fiecare vânător nimereşte ı̂n mod obişnuit vulpea
şi o ucide cu probabilitatea 1

3 . Să se afle probabilitatea ca vulpea să
fie ucisă .

Soluţie. Notăm cu A1, . . . A6 evenimentele ce constau ı̂n faptul că
primul vânător, al doilea,. . ., al şaselea vânător a nimerit şi ucis vul-
pea, V = vulpea e ucisă . Avem P (Ai) = 1

3 , i = 1, 6 =⇒ P (Ac
i ) =

= 2
3 , i = 1, 6.

Cum V =
6⋃

i=1

Ai =⇒ V c =
6⋂

i=1

Ac
i

P (V ) = 1 − P (V c) = 1 − (
2
3

)6 = 665
729 , deoarece Ac

i , i = 1, 6 sunt
independente

18. O societate compusă din n perechi soţ şi soţie dansează şi se presupune
că formarea perechilor la dans este egal probabilă . Care este prob-
abilitatea ca la un moment dat fiecare bărbat să nu danseze cu soţia
sa? Să se calculeze limita acestei probabilităţi când n −→∞?

Soluţie. Numerotăm perechile soţ - soţie de la 1 la n.

Fie Ak = evenimentul că s-a format perechea numărul k soţ - soţie,
unde k = 1, n

Atunci P (Ai1 ∩ . . .∩Aik) = (n−k)!
n! , deoarece s-au format k perechi soţ

- soţie, atunci celelalte n−k perechi bărbat- femeie pot forma (n−k)!
perechi de dans

Fie evenimentele A = la un moment dat fiecare bărbat să nu danseze
cu soţia sa, B = la un moment dat cel puţin un bărbat dansează cu
soţia sa

A şi B sunt evenimente complementare =⇒ P (A) = 1− P (B)

Cum B =
n⋃

i=1

Ai şi A1, . . . An sunt evenimente compatibile =⇒

=⇒ P (B) = P (
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

i=1

P (Ai)−
∑

1≤i<j≤n

P (Ai ∩Aj)+

+
∑

1≤i<j<k≤n

P (Ai ∩Aj ∩Ak) + . . . + (−1)nP (
n⋂

i=1

Ai)



20 CAPITOLUL 1. SPAŢII DE PROBABILITATE

∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩ . . . ∩Aik) = Ck
n

(n− k)!
n!

Aşadar, P (B) = C1
n

(n−1)!
n! − C2

n
(n−2)!

n! + . . . + (−1)n−1 1
n! =⇒

=⇒ P (A) = 1−C1
n

(n−1)!
n! + C2

n
(n−2)!

n! − . . . + (−1)n−1 1
n! = 1− 1

1! + 1
2!−

− 1
3! + . . . + (−1)n 1

n!

lim
n→∞P (A) =

∞∑

k=0

(−1)k 1
k!

=
1
e

19. Să presupunem că avem un grup de indivizi de vârste x1, . . . xn. Se
cer să se determine:

a) probabilitatea ca după trecerea unui an, cel puţin unul din cei n
indivizi să fie ı̂n viaţă ;

b) probabilitatea ca după trecerea unui an, cel puţin r persoane să fie
ı̂n viaţă .

Soluţie. a) Fie Ek= persoana de vârsta xk e ı̂n viaţă după trecerea
unui an, k = 1, n şi pk = P (Ek), k = 1, n.

Ek sunt evenimente compatibile şi independente

P1= probabilitatea ca după trecerea unui an cel puţin unul din cei n
indivizi să fie ı̂n viaţă

P1 = P (
n⋃

i=1

Ei) =
n∑

i=1

P (Ei)−
∑

1≤i<j≤n

P (Ei∩Ej)+. . .+(−1)nP (
n⋂

i=1

Ei) =

=
n∑

i=1

pi −
∑

1≤i<j≤n

pipj + . . . + (−1)np1 . . . pn

Notăm T1 =
n∑

i=1

pi, T2 =
∑

1≤i<j≤n

pipj , . . . ,

Tn =
∑

1≤i1<i2<...<in≤n

pi1pi2 . . . pin

b) Pr = Tr−C1
r Tr+1+. . .+(−1)nCs

r+s−1Tr+s+. . .+(−1)n−rCn−r
n Tr

20. Un aparat se compune din 3 elemente a căror fiabilitate ( durata de
funcţionare fără defecţiune tot timpul ı̂ntr-un interval de timp dat)
este egală cu 0,9; 0,85; 0,75. Primul element este indispensabil pentru
funcţionarea aparatului, defectarea unuia din celelalte două elemente
face ca aparatul să funcţioneze cu un randament inferior, iar defectarea
simultană a elementelor doi şi trei face imposibilă funcţionarea aparat-
ului. Elementele se defectează independent unul de altul. Se cere
probabilitatea ca aparatul să funcţioneze tot timpul ı̂ntr-un interval e
timp dat.
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Soluţie. Fie evenimentele Ai= elementul i (i = 1, 3) funcţionează fără
defecţiune şi A=aparatul funcţionează chiar cu un randament inferior

Avem A = (A1 ∩A2 ∩A3) ∪ (A1 ∩Ac
2 ∩A3) ∪ (A1 ∩A2 ∩Ac

3)

P (A) = P (A1 ∩A2 ∩A3) + P (A1 ∩Ac
2 ∩A3) + P (A1 ∩A2 ∩Ac

3) =
= P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (Ac

2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (Ac
3) =

= 0, 9 · 0, 85 · 0, 75 + 0, 9 · 0, 15 · 0, 75 + 0, 9 · 0, 85 · 0, 25 = 0, 866

21. Se dau P (A/B) = 7
10 , P (A/Bc) = 3

10 , P (B/A) = 6
10 . Să se determine

P (A).

Soluţie. Din definiţia probabilităţilor condiţionate avem P (B/A) =
= P (B∩A)

P (A) , P (A/B) = P (A∩B)
P (B) , deci P (A)P (B/A) = P (B)P (A/B) şi

analog P (A)P (Bc/A) = P (Bc)P (A/Bc)

Aşadar, P (A) = P (B)P (A/B)
P (B/A) = P (Bc)P (A/Bc)

P (Bc/A)

Avem P (Bc) = 1− P (B) şi P (B/A) + P (Bc/A) = 1 =⇒ P (Bc/A) =

= 1 − P (B/A) = 1 − 6
10 = 4

10 . Atunci P (A) = P (B) 7
10

6
10

= 7
6P (B) şi

P (A) = (1−P (B)) 3
10

4
10

= 3
4(1− P (B)) =⇒ 7

6P (B) = 3
4(1− P (B)) =⇒

=⇒ P (B) = 9
23 =⇒ P (A) = 21

46

22. Se dau probabilităţile P (A/D), P (B/A∩D), P (C/A∩B∩D). Se cere
să se determine ı̂n funcţie de ele P (A ∩B ∩ C/D).

Soluţie. Avem P (A∩B∩C/D) = P (A∩B∩C∩D)
P (D) , dar P (A∩B∩C∩D) =

= P (D ∩ A ∩ B ∩ C) = P (D)P (A/D)P (B/A ∩ D)P (C/A ∩ B ∩ D),
deoarece P (D)P (A/D)P (B/A∩D)P (C/A∩B∩D) = P (D) · P (A∩D)

P (D) ·
·P (A∩B∩D)

P (A∩D) · P (A∩B∩C∩D)
P (A∩B∩D) = P (A ∩B ∩ C ∩D)

Deci P (A∩B∩C/D) = P (D)P (A/D)P (B/A∩D)P (C/A∩B∩D)

23. Tabelul următor arată nivelele presiunii sângelui şi obiceiurile unui
grup de 300 de bărbaţi de vârstă medie:

Nefumător Fumător moderat Fumător ” ı̂nrăit” Total
Presiunea normală

a sângelui 81 84 27 192
Presiune mare

a sângelui 21 51 36 108
Total 102 135 63 300

Presupunem că cineva este selectat la ı̂ntâmplare din acest grup. Găsiţi
probabilitatea ca persoana selectată :

a) să fie un fumător ” ı̂nrăit”;



22 CAPITOLUL 1. SPAŢII DE PROBABILITATE

b) are presiunea mare a sângelui;

c) are presiune mare şi e un fumător ” ı̂nrăit”;

d) are presiune mare a sângelui dat fiind faptul că este un fumător
” ı̂nrăit”;

e) să fie un fumător ”̂ınrăit” dat fiind faptul că el are presiune mare a
sângelui.

Soluţie. Fie H= evenimentul că persoana selectată este un fumător
” ı̂nrăit” şi B= evenimentul că persoana selectată are presiunea mare
a sângelui.

a) P (H) = 63
300 = 0, 21

b) P (B) = 108
300 = 0, 36

c) P (B ∩H) = 36
300 = 0, 12

d) P (B/H) = numărul fumătorilor ” ı̂nrăiţi” ce au presiunea mare a sângelui
numărul total al fumătorilor ” ı̂nrăiţi” =

= 36
63 = 0, 57

e) P (H/B) = P (H)P (B/H)
P (B) = 0,21·0,57

0,36 = 0, 33

24. Un studiu asupra atitudinii despre slujba unei persoane este dat ı̂n
următorul tabel:

fericit nefericit Total
Soferi de autobuz 50 75 125

Avocaţi 40 35 75
Total 90 110 200

O persoană din acest grup este selectată la ı̂ntâmplare. Dat fiind că
persoana selectată este şofer de autobuz, găsiţi probabilitatea ca el să
fie fericit.

Soluţie. Fie H=persoana fericită este selectată şi B=un şofer de au-
tobuz este selectat.

P (H/B) = P (H∩B)
P (B) =

50
200
125
200

= 0,25
0,625 = 0, 4

25. Două cărţi sunt selectate dintr-un pachet de 52 de cărţi. Care e prob-
abilitatea ca prima să fie 4 şi a doua să fie Jocker dacă :

a) prima carte nu este ı̂ntoarsă ı̂n pachetul de cărţi ı̂nainte ca a doua
să fie selectată ;

b) prima carte este ı̂ntoarsă ı̂n pachetul de cărţi ı̂nainte ca a doua să
fie selectată .
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Soluţie. Fie F=prima carte este 4 şi J=a doua carte este Jocker

Avem P (F ) = 4
52 .

a) P (J/F ) = 4
51 =⇒ P (F ∩ J) = P (F )P (J/F ) = 4

52 · 4
51 = 0, 006

b) P (J/F ) = 4
52 =⇒ P (F ∩ J) = P (F )P (J/F ) = 4

52 · 4
52 = 0, 0059

26. La un colegiu, 260 de studenţi pasionaţi de matematică participă la 3
cursuri opţionale: geometrie(G), analiză (An) şi algebră (Al). Se ştie
că 52 de studenţi participă la toate cele 3 cursuri şi că 100 participă
la Al, 200 la An, 165 la G, 57 la Al şi An, 125 la An şi G, 82 la Al şi
G. Un student este ales la ı̂ntâmplare şi este ı̂ntrebat dacă participă
la cursul de geometrie.

a) Care este probabilitatea ca răspunsul să fie ”da”?

b) Care este probabilitatea ca studentul ı̂ntrebat să participe la cursul
de geometrie, dar nu şi la cel de analiză ?

c) Studentul ı̂ntrebat susţine că participă la cursul de analiză . Care
este probabilitatea ca el să nu participe nici la cursul de geometrie,
nici la cel de algebră ?

Soluţie. a) P (G) = 165
260 = 0, 635

b) P (G ∩Anc) = 40
260 = 0, 154

c) P (Alc ∩Gc/An) = P (Alc∩Gc∩An)
P (An) = 70

200

(Problema se poate rezolva grafic, considerând mulţimile G, An, Al)

27. Două persoane distrate A şi B, relativ la umbrelele lor au următorul
comportament: A ı̂şi ia umbrela cu el ori de câte ori iese, ı̂n timp
ce B ı̂şi uită umbrela acasă cu probabilitatea 1

2 . Fiecare din ei ı̂şi
uită umbrela când vizitează un prieten cu probabilitatea 1

4 . După ce
vizitează 3 prieteni, ei se ı̂ntorc acasă . Să se calculeze probabilitatea
ca:

a) ambii să aibă umbrela;

b) numai unul dintre ei are umbrelă ;

c) B să -şi fi uitat umbrela, condiţionat de faptul că , după ı̂ntoarcerea
acasă există numai o singură umbrelă .

Soluţie. a) Fie Ai = A uită umbrela la prietenul i, Bi = B uită um-
brela la prietenul i,i = 1, 3, B0 = B uită umbrela acasă

P (ambii au umbrelă ) = P (Ac
1 ∩Ac

2 ∩Ac
3)[P (B0)+

+P (Bc
0 ∩Bc

1 ∩Bc
2 ∩Bc

4)] =
(

3
4

)3
[

1
2 + 1

2

(
3
4

)3
]
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b) P ( numai unul are umbrelă ) = P (Ac
1 ∩Ac

2 ∩Ac
3)[P (Bc

0 ∩B1)+
+P (Bc

0 ∩Bc
1 ∩B2) + P (Bc

0 ∩Bc
1 ∩Bc

2 ∩B3)] + [P (A1) + P (Ac
1 ∩A2)+

+P (Ac
1 ∩Ac

2 ∩A3)][P (B0) + P (Bc
0 ∩Bc

1 ∩Bc
2 ∩B3)] =

= 3
4

[
1
2 · 1

4 · 1
2 · 3

4 · 1
4 + 1

2 ·
(

3
4

)2 · 1
4

]

c) P (Ba pierdut umbrela / există o singură umbrelă ) =
= P (Ba pierdut umbrela şi există o singură umbrelă )

P (există o singură umbrelă ) = 999
8192 · 8192

4366 = 999
4366

28. Intr-o urnă se găsesc 5 bile albe şi 4 negre. Se efectuează 3 extrageri
succesive, fără a mai pune bila scoasă ı̂napoi.

a) Care e probabilitatea ca cele 3 extrageri să se realizeze ı̂n ordinea
albă , albă , neagră ?

b) Dar ı̂n cazul când este indiferentă ordinea extragerii celor 2 bile
albe şi a uneia negre?

Soluţie. a) Fie evenimentele E1 = prima dată se extrage o bilă albă
E2 = a doua bilă extrasă este albă , E3 = a treia bilă extrasă este
neagră

Avem P (E1) = 5
9 , P (E2/E1) = 4

8 , P (E3/E1 ∩ E2) = 4
7

Probabilitatea cerută este P (E1 ∩ E2 ∩ E3).

Cf. formulei de ı̂nmulţire a probabilităţilor avem P (E1 ∩ E2 ∩ E3) =
= P (E1)P (E2/E1)P (E3/E1 ∩ E2) = 5

9 · 4
8 · 4

7 = 0, 16

b) Fie evenimentele A = scoaterea unei bile albe, N = scoaterea unei
bile negre.

In cazul ı̂n care e indiferentă ordinea trebuie luate ı̂n considerare
următoarele evenimente :

X = A ∩A ∩B =⇒ P (X) = 5
9 · 4

8 · 4
7 = 10

63

Y = A ∩B ∩A =⇒ P (Y ) = 5
9 · 4

8 · 4
7 = 10

63

Z = N ∩A ∩A =⇒ P (Z) = 4
9 · 5

8 · 4
7 = 10

63

Se cere P (X ∪ Y ∪ Z). Evenimentele X, Y, Z sunt incompatibile =⇒
=⇒ P (X ∪ Y ∪ Z) = P (X) + P (Y ) + P (Z) = 30

63 = 10
21 ' 0, 476

Altfel, putem folosi schema hipergeometrică a bilei fără revenire :
p = C2

5C1
4

C3
9

= 10
21

29. Intr-un lot 20 de televizoare sunt bune şi 6 defecte. Patru cumpărători
extrag succesiv câte un televizor.

a) Care este probabilitatea ca cele 4 televizoare să fie bune?

b) Care este probabilitatea ca primele 2 să fie bune şi ultimele 2 să fie
defecte?
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Soluţie. a) Fie Ai evenimentul ”televizorul numărul i este bun”,
i = 1, 4.

Avem de calculat probabilitatea
P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1 ∩A2)P (A4/A1 ∩A2 ∩A3) = 20

26 · 19
25 · 18

24 · 17
23

b) Fie Bi evenimentul ”televizorul numărul i este bun”,i = 1, 2 şi Bi

evenimentul ”televizorul numărul i este defect”,i = 3, 4

Avem de calculat probabilitatea
P (B1)P (B2/B1)P (B3/B1∩B2)P (B4/B1∩B2∩B3) = 20

26 · 19
25 · 6

24 · 5
23

30. La o masă se aşază la ı̂ntâmplare 2n persoane, n bărbaţi şi n fe-
mei. Care este probabilitatea ca să nu existe 2 persoane de acelaşi
sex aşezate alături?

Soluţie. Metoda I : Dacă numerotăm locurile la masă de la 1 la 2n, se
observă că locurile pe care trebuie să stea femeile (respectiv bărbaţii)
pot fi atribuite ı̂n 2 moduri, după cum pe locul 1 stă o femeie sau un
bărbat. Prin urmare, dacă evenimentul a cărui probabilitate se cere
este notat A, atunci A = A1 ∪ A2, unde A1 = A∩ (pe locul 1 stă o
femeie), A2 = A∩ (pe locul 1 stă un bărbat). Evident P (A1) = P (A2).

Numerotăm atât femeile cât şi bărbaţii de la 1 la n şi considerăm
Fj = femeia j stă pe un loc impar, Bj = bărbatul j stă pe un loc par,
j = 1, n.

Avem A1 =
n⋂

j=1

(Fj ∩Bj)

Aplicând formula de ı̂nmulţire a probabilităţilor rezultă P (A1) = n
2n ·

n
2n−1 · n−1

2n−2 · n−1
2n−3 · . . . · 1

2 · 1 = (n!)2

(2n)! , deci P (A) = 2 (n!)2

(2n)!

Metoda II : Pentru a calcula P (A1) folosim formula
numărul cazurilor favorabile
numărul cazurilor posibile

Se va face distincţie atât ı̂ntre 2 bărbaţi cât şi ı̂ntre 2 femei. Spaţiul
de selecţie este format din orice succesiune a bărbaţilor şi femeilor ı̂n
număr total de n!. Femeile pot fi plasate pe cele n locuri impare ı̂n n!
moduri, la fel ca şi bărbaţii pe cele n locuri pare, ı̂n total (n!)2 etc.

31. Să se arate că pentru ∀A,B evenimente cu P (A) > 0 avem P (B) =
= P (B/A)P (A) + P (B/Ac)P (Ac).

Soluţie. Din definiţia probabilităţilor condiţionate avem P (A ∩B) =
= P (A)P (B/A).Analog P (Ac ∩B) = P (Ac)P (B/Ac)

Dar (A ∩B) ∪ (Ac ∩B) = B şi (A ∩B) ∩ (Ac ∩B) = ∅, deci
P (A ∩B) + P ((Ac ∩B) = P (B)

Prin ı̂nlocuire obţinem exact egalitatea din enunţ .
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32. Printre n bilete de examen, m sunt preferate de studenţi, unde
0 < m ≤ n, n ≥ 2. Studenţii vin pe rând să tragă câte un bilet.
Dintre primii 2 studenţi care are şansa cea mai mare de a trage un
bilet preferat?

Soluţie. Fie evenimentele A = primul student trage un bilet preferat,
B = al doilea student trage un bilet preferat.

Avem P (A) = m
n

Cf. ex. precedent avem P (B) = P (A)(B/A) + P (Ac)P (B/Ac) =
= m

n · m−1
n−1 +

(
1− m

n

) · m
n−1 = m

n

Aşadar, P (A) = P (B), deci nu contează ordinea tragerii biletelor.

33. Intr-un lot de 200 de piese 10 sunt defecte, iar ı̂n alt lot de 150 de piese
7 sunt defecte. Se iau la ı̂ntâmplare 20 de piese din unul din aceste
loturi. Care este probabilitatea ca ı̂ntre piesele alese să fie 18 bune şi
2 defecte?

Soluţie. Fie A=piesele sunt luate din primul lot, B=din cele 20 de
piese alese, 18 sunt bune şi 2 defecte.

Avem P (A/B) = C18
190C2

10

C20
200

, P (B/Ac) = C18
143C2

7

C20
150

P (B) = P (A)P (B/A) + P (Ac)P (B/Ac) = 1
2 ·

C18
190C2

10

C20
200

+ 1
2 ·

C18
143C2

7

C20
150

34. De pe un submarin se lansează asupra unui distrugător 4 torpile. Prob-
abilitatea ca o torpilă să lovească distrugătorul este 0,3. Pentru scu-
fundarea distrugătorului sunt suficiente 2 torpile, iar dacă o singură
torpilă loveşte distrugătorul el se scufundă cu probabilitatea 0,6. Să
se găsească probabilitatea ca distrugătorul să se scufunde.

Soluţie. Fie evenimentele A = scufundarea distrugătorului, A0 = nici
o torpilă nu loveşte distrugătorul, Ai = distrugătorul e lovit de i tor-
pile, 1 ≤ i ≤ 4.

Avem P (Ac) = P (A0)P (Ac/A0) + P (A1)P (Ac/A1)

Deoarece lansarea unei torpile nu influenţează cu nimic lansarea celor-
lalte torpile avem :

P (A0) = (0, 7)4 ' 0, 24,P (A1) = C1
40, 3(0, 7)3 ' 0, 412,P (Ac/A0) =

= 1,P (Ac/A1) = 1− 0, 6 = 0, 4

Deci P (Ac) = 0, 24 + 0, 412 · 0, 4 ' 0, 405 =⇒ P (A) = 1− P (Ac) '
' 0, 595
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35. O urnă conţine 3 bile albe şi 5 bile negre. Din această urnă se extrag
2 bile (fără ı̂ntoarcere) una după alta. Să se scrie spaţiul de selecţie şi
probabilităţile asociate evenimentelor.

Soluţie. Fie evenimentele A = extragerea unei bile albe, B = ex-
tragerea unei bile negre

Spaţiul de selecţie este
{
(A,A), (A,N), (N, A), (N, N)

}

Deoarece bilele sunt extrase la ı̂ntâmplare, toate bilele din urnă , la
orice extragere, au aceeaşi probabilitate de extragere.

P (A, A) = P ( prima bilă să fie albă )× P ( a doua bilă e albă / prima
bilă să fie albă ) = 3

8 · 2
7 = 3

28

P (A, N) = 3
8 · 5

7 = 15
56

P (N, A) = 15
56 , P (N, N) = 5

14

36. Se consideră o populaţie formată din 480/0 bărbaţi şi 52 0/0 femei.
Probabilitatea ca un bărbat să fie daltonist este 0,05, iar ca o femeie
să sufere de această afecţiune este 0,0025. Care este proporţia de
daltonişti la nivelul ı̂ntregii populaţii?

Soluţie. Se alege la ı̂ntâmplare o persoană şi se consideră următoarele
evenimente B =persoana aleasă este bărbat, F =persoana aleasă este
femeie, D =persoana aleasă suferă de daltonism.

Din ipoteză avem P (B) = 0, 48, P (F ) = 0, 52, P (D/B) = 0, 05,
P (D/F ) = 0, 0025

Cf. formulei probabilităţilor totale rezultă :
P (D) = P (B)P (D/B)+P (F )P (D/F ) = 0, 0253. Deci procentul cerut
este de 2,53 0/0.

37. Se dau 6 urne:

(S1) : 2 urne conţin câte 2 bile albe şi 4 negre;

(S2) : 3 urne conţin câte 2 bile albe şi 8 negre;

(S3) : o urnă conţine 6 bile albe şi 2 negre.

Se extrage la ı̂ntâmplare o bilă dintr-una din urne şi se cere să se
calculeze probabilitatea ca bila extrasă să fie albă . Să se determine
probabilitatea ca bila albă să provină din urna ce conţine 6 bile albe
şi 2 negre.

Soluţie. Fie evenimentele X = extragerea unei bile albe, A1 = ex-
tragerea unei bile din urnele de tip (S1), A2 = extragerea unei bile din
urnele de tip (S2), A3 = extragerea unei bile din urnele de tip (S3).
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Avem P (A1) = 2
6 , P (A2) = 3

6 , P (A3) = 1
6 , deoarece se alege la ı̂ntâmplare

una din cele 6 urne, 2 urne fiind favorabile evenimentului A1, 3 eveni-
mentului A2, 1 evenimentului A3.

P (X/A1) = 2
6 , P (X/A2) = 2

10 , P (X/A3) = 6
8

Cf formulei probabilităţilor totale avem P (X) = 2
6 · 2

6 + 3
6 · 2

10 + 1
6 · 6

8 =
= 121

360 .

Cf. formulei lui Bayes avem P (A3/X) = P (A3)P (X/A3)
P (X) = 45

121 .

38. O uzină produce becuri cu ajutorul a 3 utilaje A,B,C astfel:

A asigură 1
5 din producţie şi 1

20 din becuri sunt defecte;

B asigură 3
10 din producţie şi 1

25 din becuri sunt defecte;

C asigură 1
2 din producţie şi 1

100 din becuri sunt defecte.

a) Se alege un bec la ı̂ntâmplare. Să se calculeze probabilitatea ca
becul să fie defect şi produs de A.

b) Se alege la ı̂ntâmplare un bec şi se constată că e defect. Să se
determine probabilitatea ca becul să fi fost produs de A.

Soluţie. Fie evenimentele A,B, C= becul provine din utilajul A, re-
spectiv B, respectiv C. D = becul extras este defect.

Avem P (A) = 1
5 , P (B) = 3

10 , P (C) = 1
2 , P (D/A) = 1

20 , P (D/B) =
= 1

25 , P (D/C) = 1
100

a) P (D ∩A) = P (A)P (D/A) = 1
5 · 1

20 = 1
100 .

b) Cf. formulei lui Bayes =⇒ P (A/D) = P (D/A)P (A)
P (D) =

1
100
27

1000

= 10
27 ,

unde P (D) = P (A)P (D/A) + P (B)P (D/B) + P (C)P (D/C) = 1
100+

+ 6
250 + 1

200 = 27
1000 .

39. Urna A conţine 6 bile albe şi 5 negre, iar B conţine 4 bile albe şi 8
negre. Din B sunt transferate, la ı̂ntâmplare, ı̂n A 2 bile, iar apoi este
extrasă o bilă din A.

a) Care e probabilitatea ca această bilă să fie albă ?

b) Dacă bila extrasă este albă , care e probabilitatea (condiţionată )
ca cel puţin o bilă albă să fi fost transferată ?

Soluţie. a) Fie A = din A s-a extras o bilă albă , B1 = din B au fost
extrase 2 bile albe, B2 = din B au fost extrase o bilă albă şi una neagră
B3 = din B au fost extrase 2 bile negre.

Avem P (B1) = C2
4

C2
12

= 1
11 , P (B2) = C1

8C1
4

C2
12

= 16
33 , P (B3) = C2

8

C2
12

= 28
33 .

P (A/B1) = 8
13 , P (A/B2) = 7

13 , P (A/B3) = 6
13



1.2. PROBLEME REZOLVATE 29

Cf. formulei probabilităţii totale avem P (A) =
3∑

i=1

P (Bi)P (A/Bi) =

= 20
39 .

b) Cf. formulei lui Bayes =⇒ p = P (B1/A)+P (B2/A) = P (B1)P (A/B1)
P (A) +

+P (B2)P (A/B2)
P (A) = 34

55 .

40. Se consideră două loturi de produse dintre care un lot are toate piesele
corespunzătoare, iar al doilea are 1

4 din piese rebuturi. Se alege la
ı̂ntâmplare un lot şi se extrage din el o piesă constatându-se că este
bună . Se reintroduce piesa ı̂n lot şi se extrage din acelaşi lot o piesă
Care este probabilitatea ca piesa extrasă să fie un rebut?

Soluţie. Fie evenimentul A= a doua piesă extrasă este rebut, iar A1, A2

evenimentele de a extrage această piesă din primul, respectiv al doilea
lot.

Din formula probabilităţii totale avem
P (A) = P (A1)P (A/A1) + P (A2)P (A/A2).

Se ştie P (A/A1) = 0, P (A/A2) = 1
4 .

Notăm cu B1, B2 evenimentele ca prima extragere să se facă din primul,
respectiv al doilea lot, iar B=piesa extrasă este bună . Atunci P (B1) =
= P (B2) = 1

2 , P (B/B2) = 3
4 , P (B/B1) = 1, P (A2) = P (B2/B) = 3

7
(cf. formulei lui Bayes). Deci P (A) = 3

7 · 1
4 = 3

28 .

41. O particulă se divide ı̂n 0,1 sau 2 particule cu probabilităţile 1
4 , 1

2 , 1
4 ;

ea dispare după multiplicare. Presupunem că iniţial a fost o singură
particulă şi notăm cu Xi numărul de particule la generaţia i. Să se
calculeze

a)P (X2 > 0);

b) P (X1 = 2/X2 = 1)

Soluţie. a) Cf. formulei probabilităţii totale avem
P (X2 = 0) = P (X1 = 0)P (X2 = 0/X1 = 0) + P (X1 = 1)·
·P (X2 = 0/X1 = 1) + P (X2 = 2)P (X2 = 0/X1 = 2) = 1

4 · 1 + 1
2 · 1

4+
+1

4 · 1
16 = 25

64 =⇒ P (X2 > 0) = 1− 25
64 = 39

64 .

b) Cf. formulei lui Bayes =⇒ P (X1 = 2/X2 = 1) =
1
4
· 1
4

1
2
· 1
2
+ 1

4
· 1
4

= 1
5 .

42. Un student merge la facultate folosind unul din traseele A,B,C. Alegerea
traseului este independentă de vreme. Dacă plouă , probabilităţile ca
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el să ı̂ntârzie, urmând traseele A,B, C, sunt 0,06; 0,15; 0,12. Pen-
tru o zi fără ploaie probabilităţile respective sunt 0,05; 0,1; 0,15. Se
presupune că , ı̂n medie, ı̂ntr-o zi din patru plouă . Să se determine :

a) probabilitatea ca el să fi ales traaseul C, ştiind că a ı̂ntârziat şi ziua
este fără ploaie;

b) probabilitatea ca ziua să fie ploioasă , ştiind că a ı̂ntârziat.

Soluţie. Fie A,B,C evenimentele ce reprezintă traseele alese.

Fie L = studentul ı̂ntârzie, S = ziua este fără ploaie.

Din ipoteză avem P (A/S) = P (B/S) = P (C/S) = 1
3 , P (L/A ∩ S) =

= 0, 05, P (L/B ∩ S) = 0, 1, P (L/C ∩ S) = 0, 15, P (L/A ∩ Sc) =
= 0, 06, P (L/B ∩ Sc) = 0, 15, P (L/C ∩ Sc) = 0, 12.

a) P (C/S ∩ L) = P (C∩S∩L)
P (S∩L) = P (S)P (C∩L/S)

P (S)P (L/S) =

= P (C/S)P (L/C∩S)
P (A/S)P (L/A∩S)+P (B/S)P (L/B∩S)+P (C/S)P (L/C∩S) = 0, 5

b) Avem P (S) = 3
4 , P (Sc) = 1

4 , P (L/S) = P (A/S)P (L/A ∩ S)+
+P (B/S)P (L/B ∩ S) + P (C/S)P (L/C ∩ S) = 0, 1.

P (L/Sc) = P (A/Sc)P (L/A ∩ Sc) + P (B/Sc)P (L/B ∩ Sc)+
+P (C/Sc)P (L/C ∩ Sc) = 41

300

Deci P (Sc/L) = P (Sc)P (L/Sc)
P (S)P (L/S)+P (Sc)P (L/Sc) = 41

131 .

43. Un procent de 10 0/0 dintr-o populaţie suferă de o maladie gravă . O
persoană suspectată de a fi bolnavă este supusă la 2 teste condiţional
independente de starea persoanei. Fiecare dintre ele indică un di-
agnostic corect ı̂n 90 0/0 din cazuri. Să se determine probabilitatea
(condiţionată ) ca o persoană să fie bolnavă dacă :

a) ambele teste sunt pozitive;

b) un singur test este pozitiv.

Soluţie. a) Fie A = persoana suspectată e bolnavă , Bi = rezultatul la
testul i e pozitiv, i = 1, 2, B = B1 ∩B2, C = un singur test e pozitiv.

Avem P (A) = 0, 1, P (Bi/A) = P (Bc
i /A

c) = 0, 9, P (Bi/A
c) =

= P (Bc
i /A) = 0, 1, P (B/A) = P (B1/A)P (B2/A) = 0, 81, P (B/Ac) =

= P (B1/A
c)P (B2/A

c) = 0, 01.

Cf. formulei lui Bayes =⇒ P (A/B) = P (A)P (B/A)
P (B) = 0,1·0,81

0,1·0,81+0,9·0,01 =
= 0, 9.

b) C = (B1 ∩Bc
2) ∪ (Bc

1 ∩B2) =⇒ P (C/A) = P (B1/A)P (Bc
2/A)+

+P (Bc
1/A)P (B2/A) = 0, 9 · 0, 1 + 0, 1 · 0, 9 = 0, 18

Analog P (C/Ac) = 0, 18.

Atunci P (A/C) = P (A)P (C/A)
P (A)P (C/A)+P (Ac)P (C/Ac) = 0, 1.
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44. Un student trimite unui prieten o scrisoare. Există o şansă de 100/0

ca scrisoarea să fie pierdută ı̂n drum spre oficiul poştal. Stiind că
scrisoarea ajunge la oficiul poştal, probabilitatea că va fi distrusă de
maşina de ştampilat este 0,2. De asemenea, cunoscând că a trecut de
maşina de ştampilat există o probabilitate de 100/0 ca poştaşul să o
ducă la o adresă greşită . Dacă prietenul nu primeşte scrisoarea, care
este probabilitatea ca maşina de ştampilat să o fi distrus?

Soluţie. Fie A=scrisoarea e pierdută ı̂n drum spre oficiul poştal,
B=scrisoarea e distrusă de ştampilă , C=scrisoarea ajunge la o adresă
greşită , D=prietenul nu primeşte scrisoarea.

Avem P (A) = 0, 1, P (Ac) = 0, 9, P (B/Ac) = 0, 2, P (Bc/Ac) = 0, 8,
P (C/Bc) = 0, 1, P (D/Bc) = 0, 9.

Atunci P (B/D) = 0,2·0,9
0,1+0,9·0,2+0,9·0,8·0,1 = 0, 511.

45. O urnă conţine 10 bile albe şi negre ı̂ntr-o proporţie necunoscută . Se
extrag 4 bile, punând de fiecare dată bila extrasă ı̂napoi ı̂n urnă ; toate
cele 4 bile extrase au fost albe. Care este probabilitatea ca urna să nu
conţină decât bile albe?

Soluţie. Inainte de extragerea vreunei bile orice compoziţie a urnei
este la fel de posibilă .

Dacă notăm Ai, i = 1, 10 evenimentele ca urna să conţină i bile albe
şi 10− i bile negre (̂ınainte de orice extragere), atunci P (A1) = . . . =
= P (A10) = 1

10 .

Fie X= evenimentul ca făcând 4 extrageri , punând de fiecare dată
bila ı̂napoi ı̂n urnă să obţinem 4 bile albe.

Cu aceste notaţii probabilitatea căutată este P (A10/X).

Avem P (X/A0) = 0, P (X/Ak) =
(

k
10

)4
, k = 1, 9, P (X/A10) = 1.

Cf. formulei lui Bayes avem P (A10/X) = P (A10)P (X/A10)
10∑

i=1

P (Ai)P (X/Ai)

=

= 1

( 1
10)

4
+( 2

10)
4
+...+( 10

10)
4 = 104

14+24+...+104 .

46. O informaţie telegrafică constă din semnale ”liniuţe” şi ”puncte”. In
medie se deformează 2

5 din semnalele cu ”puncte” şi 1
3 din cele cu

”liniuţe”. Este cunoscut că semnalele cu ”puncte” şi ”liniuţe” se
ı̂ntâlnesc ı̂n raportul 5

3 . Să se determine probabilitatea ca:

a) primind un semnal consacrat, acesta să fie ”punct”;

b) probabilitatea ca el să fie liniuţă .
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Soluţie. Fie evenimentele A = primirea unui semnal ”punct”, B =
primirea unui semnal ”liniuţă ”, H1 = este transmis semnalul ”punct”,
H2 = este transmis semnalul ”liniuţă ”.

Stim că P (H1)
P (H2) = 5

3 şi P (H1) + P (H2) = 1 =⇒ P (H1) = 5
8 , P (H2) =

= 3
8 .

Din ipoteză avem că P (A/H2) = 1
3 , P (B/H1) = 2

5 . Atunci P (A/H1) =
= 1− P (B/H1) = 3

5 , P (B/H2) = 1− P (A/H2) = 2
3 .

Cf. formulei probabilităţii totale avem P (A) = P (H1)P (A/H1)+
+P (H2)P (A/H2) = 5

8 · 3
5 + 3

8 · 1
3 = 1

2 şi P (B) = P (H1)P (B/H1)+
+P (H2)P (B/H2) = 5

8 · 2
5 + 3

8 · 2
3 = 1

2 .

a) Din formula lui Bayes =⇒ P (H1/A) = P (H1)P (A/H1)
P (A) = 3

4 .

b) P (H2/B) = P (H2)P (B/H2)
P (B) = 1

2

47. Tragerea de pe un avion contra altui avion poate să se producă de
la distanţele 600m,400m şi 200m. Probabilitatea ca tragerea să se
producă la distanţa 600m este 0,2, la 400m este 0,3, la 200m este 0,5.
Probabilitatea doborârii avionului inamic la distanţa 600m este 0,1, la
400m este 0,2, la 200m este 0,4. Se efectuează tragerea al cărei efect
este doborârea avionului. Să se găsească probabilitatea ca tragerea să
se fi produs de la 200m.

Soluţie. Fie evenimentele A1 = tragerea se produce la distanţa 600m,
A2 = tragerea se produce la distanţa 400m, A3 = tragerea se produce
la distanţa 200m, A = doborârea avionului inamic.

Stim P (A1) = 0, 2, P (A2) = 0, 3, P (A3) = 0, 5 şi P (A/A1) = 0, 1,
P (A/A2) = 0, 2, P (A/A3) = 0, 4.

Cf. formulei lui Bayes P (A3/A) = P (A3)P (A/A3)
3∑

i=1

P (Ai)P (A/Ai)

=

= 0,5·0,4
0,2·0,1+0,3·0,2+0,5·0,4 ' 0, 715.

48. Doi arcaşi trag asupra unei ţinte câte o săgeată . Probabilitatea ca
primul arcaş să lovească ţinta este 0,8, iar pentru al doilea este 0,4.
După tragere, ı̂n ţintă se găseşte o singură săgeată . Să se găsească
probabilitatea ca săgeata din ţintă să aparţină primului arcaş .

Soluţie. Fie evenimentele A = lovirea ţintei de un singur arcaş A1 =
= nici primul, nici al doilea arcaş nu loveşte ţinta, A2 = amândoi
arcaşii lovesc ţinta, A3 = primul arcaş loveşte ţinta, al doilea nu, A4 =
=primul arcaş nu loveşte ţinta, al doilea da.
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Avem P (A1) = 0, 2 · 0, 6 = 0, 12, P (A2) = 0, 8 · 0, 4 = 0, 32, P (A3) =
= 0, 8 · 0, 6 = 0, 48, P (A4) = 0, 2 · 0, 4 = 0, 08, deoarece tragerile sunt
independente şi P (A/A1) = 0 = P (A/A2), P (A/A3) = 1 = P (A/A4).

Cf. formulei lui Bayes =⇒ P (A3/A) = P (A3)P (A/A3)
4∑

i=1

P (Ai)P (A/Ai)

= 6
7 .

49. (Paradoxul cutiei lui Bertrand) Există 3 sertare, fiecare conţinând
2 şosete. Sertarul 1 conţine 2 şosete negre, sertarul 2 conţine o şosetă
neagră şi una albă şi sertarul 3 conţine 2 şosete albe. Este selectat un
sertar la ı̂ntâmplare şi o şosetă este luată la ı̂ntâmplare. Dacă şoseta
este albă , care e probabilitatea ca cealaltă şosetă din sertar să fie tot
albă ?

Soluţie. Intuitiv, pare că răspunsul este 1
2 . De fapt, cum a fost aleasă

o şosetă albă , sertarul ales trebuie să fie 2 sau 3. In primul caz, a doua
şosetă este neagră şi ı̂n celălalt caz, ea este albă . Deci, probabilitatea
ar trebui să fie 1

2 .

Să analizăm acum problema folosind formula lui Bayes. Cum ştim că
şoseta aleasă este albă , singurul mod ca ambele şosete să fie albe
este ca sertarul ales să fie sertarul 3. Deci, vrem să determinăm
P (sertar 3/alb). Stim că P (sertar 3) = P (sertar 2) = 1

3 ,
P (alb/sertar 3) = 1, P (alb/2) = 1

2 .

Cf. formulei lui Bayes avem P (sertar 3/alb) =

= P (sertar 3)P (alb/sertar 3)
P (sertar 3)P (alb/sertar 3)+P (sertar 2)P (alb/sertar 2) =

1
3
·1

1
3
·1+ 1

3
· 1
2

= 2
3 .

Aceasta ı̂nseamnă că de 2 ori din 3 alegem un sertar cu cel puţin o
şosetă albă , contrar intuiţiei.

1.3 Probleme propuse

1. O urnă conţine 99 de bile identice, numerotate 1, 2, . . . 99. Care e
probabilitatea ca printr-o extragere să obţinem o bilă numerotată cu
un pătrat perfect?

R: 9
99

2. Intr-o urnă sunt 7 bile albe şi 5 negre, iar ı̂n alta 6 albe şi 8 negre. Se
extrage din fiecare câte o bilă . Care e probabilitatea ca ambele bile
să fie albe?

R: 7
12 · 6

14
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3. Independente una de alta se fac operaţiile: se aruncă o monedă , un
zar şi se extrage o carte dintr-un pachet de cărţi de joc. Care este
probabilitatea ca să obţinem faţa cu stema, un număr par (pe zar) şi
să extragem un zece?

R: 1
2 · 3

6 · 4
52

4. Aruncând 4 zaruri , să se determine probabilitatea de a obţine faţa 1
cel puţin o dată . Să se determine probabilitatea de a obţine faţa 1 o
singură dată .

R: p1 = 1− (
5
6

)4

p2 = C1
4 · 1

6 ·
(

5
6

)3

5. Intr-o uzină se fabrică lămpi cu incandescenţă . La aceste lămpi
ı̂ntâlnim 2 0/0 defecte de fabricaţie şi 5 0/0 defecte de montaj. Să se cal-
culeze probabilitatea ca o lampă să fie ı̂nlăturată ca necorespunzătoare.

R: 2
100 + 5

100 − 2
100 · 5

100

6. Doi studenţi care se reprezintă la un examen au probabilităţile de
promovare 0,5, respectiv 0,8. Care este probabilitatea ca:

a) ambii studenţi să promoveze examenul;

b) un singur student să promoveze;

c) cel puţin un student să promoveze;

d) nici un student să nu promoveze.

R: A=primul student să promoveze, B= al doilea student să pro-
moveze

a)P (A∩B) = 0, 4; b) P ((A∩Bc)∪(Ac∩B)) = 0, 5; c) P (A∪B) = 0, 9;
d) P (Ac ∩Bc) = 0, 1

7. Se dau P (A) = 0, 5 şi P (A ∪B) = 0, 6. Găsiţi P (B) dacă :

a) A şi B sunt incompatibile;

b) A şi B sunt independente;

c) P (A/B) = 0, 4

R: a) P (B) = 0, 1; b) P (B) = 0, 2; c) P (B) = 1
6

8. Se consideră n plicuri pe care sunt scrise n adrese diferite. In aceste pli-
curi sunt introduse la ı̂ntâmplare n scrisori, câte una pentru fiecare din
cele n adrese. Să se determine probabilitatea ca cel puţin o scrisoare
să nimerească ı̂n plicul cu adresa corespunzătoare?

R: folosim formula lui Poincare =⇒ p = 1− 1
2! + . . . + (−1)n 1

n!
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9. Intr-o urnă se găsesc 5 bile numerotate de la 1 la 5. Din urnă se
extrag la ı̂ntâmplare toate bilele, una după alta. Care e probabilitatea
ca billele să apară ı̂n ordine crescătoare?

R: 1
120 (cazuri favorabile/ cazuri posibile sau cu formula de ı̂nmulţire

a probabilităţilor)

10. Dintr-o urnă conţinând 9 bile albe şi 10 bile negre se extrag (succesiv,
fără ı̂nlocuire) 4 bile. Să se determine probabilitatea ca cel puţin una
să fie albă ?

R: folosim formula de ı̂nmulţire a probabilităţilor =⇒ p = 1− 10
19 · 9

18 ·
8
17 · 7

16

11. O urnă conţine 10 bile printre care 3 sunt negre şi 7 albe. Intr-o
probă este selectată la ı̂ntâmplare o bilă , se observă culoarea ei şi
apoi se reintroduce ı̂n urnă ı̂mpreună cu alte 2 bile de aceeaşi culoare.
Care este probabilitatea ca o bilă neagră să fie selectată ı̂n fiecare din
primele 3 probe?

R: 3
10 · 5

12 · 7
14

12. Un lot de 100 de tricotaje este supus controlului de calitate. Condiţia
ca acest lot să fie respins este găsirea a cel puţin unui tricotaj defect ı̂n
5 verificări consecutive. Care este probabilitatea ca lotul să fie respins,
dacă el conţine 50/0 tricotaje defecte?

R: 1− 95
100 · 94

99 · 93
98 · 92

97 · 91
96

13. Intr-o urnă sunt 24 de bile albe şi 9 bile negre. Se extrag pe rând 3
bile fără a pune bila extrasă ı̂napoi ı̂n urnă . Care este probabilitatea
ca bilele să fie extrase ı̂n ordinea alb, alb, negru? Dar alb, negru,
alb? Dar negru, alb, alb? Dar probabilitatea ca două din cele trei bile
extrase să fie albe?

R: P (A,A, N) = 24
33 · 23

32 · 9
31

P (A, N, A) = 24
33 · 9

32 · 23
31

P (N, A, A) = 9
33 · 24

32 · 23
31

Fie Ai=la extragerea i obţinem o bilă albă , i = 1, 2, 3

P ((A1 ∩A2 ∩Ac
3) ∪ (A1 ∩Ac

2 ∩A3) ∪ (Ac
1 ∩A2 ∩A3)) = 3 · 9

33 · 24
32 · 23

31

14. Avem o urnă cu 2 bile albe şi 3 negre şi alta cu 3 bile albe şi 5 negre.
Urnele se aleg la ı̂ntâmplare cu probabilitatea 1

2 fiecare. Se extrage
o bilă la ı̂ntâmplare din una din urne. Care e probabilitatea ca bila
extrasă să fie neagră ?

R: folosim relaţia din pb. 23 şi obţinem p = 49
80
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15. Se dau şase urne cu următoarele structuri:

(S1) 2 urne ce conţin câte 2 bile albe şi 6 negre;

(S2) 3 urne ce conţin câte 3 bile albe şi 5 negre;

(S3) o urnă ce conţine 6 bile albe şi 2 negre.

Se extrage la ı̂ntâmplare o bilă dintr-o urnă . Se cer:

a) Care e probabilitatea de a extrage o bilă neagră ?

b) Presupunem că dintr-o urnă oarecare s-a extras o bilă neagră . Care
e probabilitatea ca ea să aparţină uneia din structurile (S1),(S2),(S3)?

R: a) 29
48 b) 12

29 , 15
29 , 2

29

16. Avem o urnă U1 cu 4 bile roşii şi 9 albe şi o alta U2 cu 3 bile roşii şi
7 negre. Se extrage o bilă dintr-o urnă aleasă la ı̂ntâmplare. Stiind că
bila este roşie, care e probabilitatea ca ea să fie din U1?

R: cu formula lui Bayes =⇒ p = 40
79

17. O fabrică produce piese de schimb prin 3 tehnologii diferite I,II,III
astfel :

I : 5
10 din producţie şi 1

10 din piese sunt defecte;

II : 2
10 din producţie şi 3

20 din piese sunt defecte;

III : 3
10 din producţie şi 1

25 din piese sunt defecte.

O persoană alege la ı̂ntâmplare o piesă . Care e probabilitatea ca
aceasta să fie defectă ? Care e probabilitatea ca piesa aleasă să provină
din I?

R: Fie Ai = piesa provine din tehnologia I,II sau III, i = 1, 3 şi B =
piesa aleasă e defectă

cu formula probabilităţii totale P (B) = 92
1000

cu formula lui Bayes P (A1/B) = 50
92



Capitolul 2

Variabile aleatoare

2.1 Noţiuni teoretice

Definiţia 2.1. O variabilă a cărei valoare este un număr determinat
de evenimentul rezultat ı̂n urma unei experienţe este numită variabilă
aleatoare.
Definiţia 2.2. Fie X o variabilă aleatoare care poate să ia valorile

x1, . . . xn cu probabilităţile f(x1), . . . f(xn). Mulţimea ale cărei elemente
sunt perechile ordonate (xi, f(xi)), i = 1, n defineşte repartiţia variabilei
aleatoare X.
Definiţia 2.3. Dacă X este o v. a. reală , atunci funcţia F : IR → IR

definită de FX(x) = P (X < x), x ∈ IR se numeşte funcţia de repartiţie
a lui X.

Proprietăţi ale funcţiei de repartiţie
1. lim

x→ −∞FX(x) = 0, lim
x→∞FX(x) = 1

2. FX este crescătoare şi continuă la dreapta ı̂n orice punct x ∈ IR
3. P (X = x) = F (x)− F (x− 0)
4. P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a)

Definiţia 2.4. Variabila aleatoare X se numeşte discretă dacă mulţimea
valorilor ei este o mulţime cel mult numărabilă de numere reale sau complexe
(an).

Notând P (X = an) = pn, avem
∑

pn = 1, funcţia de repartiţie FX este o

funcţie ı̂n scară cu FX(x) =
∑
an<x

pn, iar matricea X ∼
(

a0 a1 . . . an . . .
p0 p1 . . . pn . . .

)

se numeşte matricea de repartiţie a lui X sau distribuţia lui X.
Dacă P (X = x) = 0 pentru orice x ∈ IR, atunci v. a. X se numeşte

continuă . Aceasta este echivalent cu faptul că funcţia ei de repartiţie este
o funcţie continuă (pe IR).
Definiţia 2.5. Fie X o v. a. discretă.

a) Dacă seria
∑

n≥0

anpn este absolut convergentă , se spune că X admite

37
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medie, iar suma E(X) =
∑

n≥0

anpn se numeşte media lui X.

b) Pentru n ∈ IN∗, media E(Xn) a variabilei Xn se numeşte momentul
de ordinul n al lui X.

c) Media variabilei (X − E(X))2 se numeşte varianţa (sau dispersia)
lui X şi se notează Var(X) (sau D2(X)).

Proprietăţile mediei
1) Liniaritatea: E(αX + βY ) = αE(X) + βE(Y )(α, β ∈ C)
2) Monotonia: Dacă X ≤ Y , atunci E(X) ≤ E(Y ).
3) Dacă X este o constantă c, atunci E(X) = c.
4) Dacă X şi Y sunt v. a. independente, atunci E(XY ) = E(X)E(Y ).
5) Pentru orice funcţie f : C → C, media v. a. f ◦ X = f(X) este

E(f(X)) =
∞∑

n=0

f(an)pn (atunci când seria din partea dreaptă este absolut

convergentă ).
Proprietăţile dispersiei
Fie X o v. a. discretă reală
1) D2(X) = E(X2)− (E(X))2

2) D2(X) ≥ 0
3) D2(X) = 0 ⇐⇒ P (X = E(X)) = 1 (i.e. X este o constantă cu

probabilitatea 1)
4) Inegalitatea lui Cebâşev: Pentru orice ε > 0, avem

P (|X − E(X)| ≥ ε) < D2(X)
ε2 sau P (|X −E(X)| < ε) ≥ 1− D2(X)

ε2 .
5) D2(αX) = α2D2(X)
6) Dacă X, Y sunt independente, D2(X + Y ) = D2(X) + D2(Y ).

Definiţia 2.6. Dacă X şi Y sunt v. a., atunci vom numi covarianţă a
variabilelor X şi Y şi o vom nota prin cov(X, Y ) expresia

cov(X, Y ) = E((X −E(X))(Y −E(Y ))) = E(XY )− E(X)E(Y ).

Proprietăţile covarianţei
1) Dacă X şi Y sunt v. a. independente, atunci cov(X, Y ) = 0.
2) Dacă X1, . . . Xn sunt n v. a. cu dispersiile D2

1, D
2
2, . . . D

2
n şi covarianţele

cov(Xi, Xj), i 6= j, atunci D2(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

D2
i + 2

∑

i<j

cov(Xi, Xj).

Definiţia 2.7. Dacă X şi Y sunt v. a., atunci numim coeficient
de corelaţie al variabilelor X şi Y şi-l vom nota prin ρ(X, Y ), expresia
ρ(X, Y ) = cov(X,Y )√

D2(X)D2(Y )
.

Observaţia 2.1. Dacă v. a. X şi Y sunt independente, atunci ρ(X,Y ) =
= 0. Dacă ρ(X,Y ) = 0, nu rezultă neapărat că X şi Y sunt indepen-
dente. Intr-adevăr, dacă ρ(X,Y ) = 0, atunci E(XY ) = E(X)E(Y ) (1). Fie
f(x, y) densitatea de repartiţie a vectorului (X, Y ), iar f(x), respectiv g(y)
sunt densităţile de repartiţie ale v. a. X, respectiv Y . Conform (1) avem
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∫
IR

∫
IR xyf(x, y)dxdy =

∫
IR

∫
IR xyf(x)g(y)dxdy =⇒

=⇒ ∫
IR

∫
IR xy[f(x, y) − f(x)g(y)]dxdy = 0, dar de aici nu rezultă neapărat

că f(x, y) = f(x)g(y), deci cele 2 v. a. nu sunt independente.
Alt exemplu:
Fie Ω =

{
ω1, ω2, ω3, ω4

}
, P (ωi) = 1

4 , i = 1, 4.
Variabila X realizează corespondenţa X(ω1) = 1, X(ω2) = −1, X(ω3) =

= 2, X(ω4) = −2.

X :
(−2 −1 1 2

1
4

1
4

1
4

1
4

)

Variabila Y realizează corespondenţa Y (ω1) = 1, Y (ω2) = 1, Y (ω3) =
= −1, Y (ω4) = −1.

Y :
(−1 1

1
2

1
2

)

XY :
(−2 −1 1 2

1
4

1
4

1
4

1
4

)

E(X) = E(Y ) = E(XY ) =⇒ cov(X, Y ) = 0
Dar X şi Y nu sunt v. a independente, deoarece P [(X = 1)∧ (Y = 1)] =

= P (ω1) = 1
4 6= P (X = 1)P (Y = 1) = 1

4 · 1
2 .

Definiţia 2.8. Fie X o v. a. discretă care ia valori ı̂ntregi nenegative.

Atunci funcţia GX(t) definită prin GX(t) = E(tX) =
∞∑

n=0

pntn, t ≤ 1, unde

pn = P (X = n), se numeşte funcţia generatoare a v. a. X.
Proprietăţile funcţiei generatoare
1) Dacă v. a. X1, . . . Xn sunt independente, iar X = X1 + . . . + Xn,

atunci GX(t) = GX1(t)GX2(t) . . . GXn(t).
2) E(X) = G′

X(1)
3) D2(X) = G′′

X(1) + G′
X(1)− [G′

X(1)]2

4) Două v.a. cu aceeaşi funcţie generatoare au aceeaşi repartiţie.
Definiţia 2.9. Pentru orice eveniment A cu P (A) > 0 şi orice v. a.

discretă care ia valorile a0, a1, . . . an, . . ., media lui X condiţionată de A este
E(X/A) =

∑
n

anP (X = an/A).

Pentru orice sistem complet de evenimente (i. e. partiţie a evenimentului
sigur) (Ak) avem E(X) =

∑

k

E(X/Ak)P (Ak) sau, mai general,

E(X/B) =
∑

k

E(X/B ∩Ak)P (Ak).

Exemple de repartiţii discrete
1) Repartiţia binomială cu parametrii n şi p

Să presupunem că se fac n experienţe independente, ı̂n fiecare din experienţe
probabilitatea de realizare a unui eveniment A fiind constantă şi egală cu p
(probabilitatea ca A să nu se realizeze este q = 1− p). Numărul de realizări
ale evenimentului A ı̂n cele n experienţe este o variabilă aleatoare X, ale
cărei valori posibile sunt k = 0, 1, . . . n. Intr-adevăr, evenimentul A poate
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să nu se realizeze niciodată , sau poate să se realizeze o dată , de două ori,
. . ., de n ori ı̂n cele n experienţe cu probabilităţile P (X = k) = pk. Vom
scrie formula ce dă probabilitatea ca evenimentul A să se realizeze de k ori,
pentru valorile p şi n date. Când fiecare număr k este considerat cu probabil-
itatea sa de realizare , mulţimea perechilor (k, pk), k = 0, 1, . . . n se numeşte
repartiţie binomială . Repartiţiile binomiale au fost studiate de James
Bernoulli, motiv pentru care adeseori vom folosi termenul de experienţe
Bernoulli.

P (X = k) = Ck
npkqn−k, k = 0, n

Media E(X) = np, dispersia D2(X) = npq, funcţia generatoare GX(t) =
= (pt + q)n.

Pentru n −→ ∞, p −→ 0 astfel ı̂ncât np = λ, probabiliăţile P (X = k)
pot fi aproximate prin valorile repartiţiei Poisson.

2) Repartiţia geometrică
Fie X numărul de experimente Bernoulli cu probabilitatea p de succes,

care trebuie efectuate până la apariţia primului succces. Atunci
P (X = k) = p(1− p)k−1, k ∈ IN∗

Media E(X) = 1
p , dispersia D2(X) = 1−p

p2 , funcţia generatoare GX(t) =
= pt

1−qt .
3) Repartiţia binomial negativă cu parametrii n, p

Fie X numărul de experimente Bernoulli cu probabilitatea de succes p
care trebuie efectuate pentru a obţine m succese.

P (X = n) = Cm−1
n−1 pmqn−m

Pentru m = 1 se găseşte repartiţia geometrică .
Media E(X) = m

p , dispersia D2(X) = mq
p2 , funcţia generatoare GX(t) =

= pmtm

(1−qt)m .
4) Repartiţia hipergeometrică
Dacă X este v. a. ce reprezintă numărul de bile albe obţinute după n

extrageri fără ı̂nlocuire dintr-o urnă ce conţine a bile alb şi b negre , atunci

P (X = x) = Cx
a Cn−x

b
Cn

a+b
, x = 0, n.

Media E(X) = np, dispersia D2(X) = xpq a+b−x
a+b−1 , unde p = a

a+b , q = b
a+b .

5) Repartiţia Poisson de parametru λ > 0
P (X = n) = λn

n! · e−λ, n ∈ IN
Media E(X) = λ, dispersia D2(X) = λ, funcţia generatoare GX(t) =

= eλ(t−1).
Aplicaţie la problemele telefoniei automate
Când un abonat la telefonul unei reţele automate ridică microreceptorul,

după un timp, ı̂n general destul de scurt, un sunet de o anumită tonalitate
ı̂i arată momentul ı̂n care poate să compună numărul abonatului pe care
ı̂l cheamă : a fost pus ı̂n legătură cu un selector. Evident că ideal ar fi
ca fiecare abonat să fie prevăzut cu un selector. Insă situaţia aceasta ar
fi foarte costisitoare, datorită preţului ridicat al selectoarelor, şi acestea ar
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fi rău ı̂ntrebuinţate, rămânând ı̂n repaus cea mai mare parte a timpului.
Aşa că (̂ın sistemul Strowger, de exemplu) fiecare abonat este prevăzut cu
un dispozitiv de căutare, care are ca misiune să găsească un selector liber,
numărul selectoarelor fiind mult inferior numărului abonaţilor cuprinşi ı̂n
grupul considerat. In realitate, avem de-a face cu o dublă căutare; ı̂nsă , ı̂n
scopul unei simplificări, ne vom mărgini la o căutare simplă . Când toate
selectoarele puse la dispoziţia unui grup de abonaţi sunt prinse de convorbiri
telefonice deja ı̂ncepute, căutătorul ı̂şi continuă ı̂nvârtirea până ı̂n momentul
când, una dintre aceste convorbiri fiind terminată , abonatul este servit.

Problema fundamentală care se pune este următoarea : fiind date s
selectoare puse la dispoziţia unui grup de a abonaţi (s ≤ a), care este prob-
abilitatea ca un abonat să găsească toate selectoarele ocupate şi, dacă este
aşa, care este probabilitatea ca timpul de aşteptare să nu depăşescă o anu-
mită durată τ? Fie y numărul mediu de apeluri, ı̂n unitatea de timp, a unui
grup de a abonaţi. Aceasta ı̂nseamnă că , dacă se consideră numărul N de
apeluri care au loc ı̂ntr-un interval lung de timp, T , raportul N

T tinde către
y când N şi T cresc nemărginit. Fie θ o mică fracţiune din timpul T , cu
αθ = T .

Să căutăm probabilitatea ca n apeluri determinate, alese printre cele N ,
să se producă ı̂n intervalul de θ. Această probabilitate este

(
1
α

)n (
1− 1

α

)N−n.
Probabilitatea Pn ca, ı̂n intervalul θ, să se producă n apeluri oarecare

dintre cele N este de Cn
N ori mai mare Pn = N !

n!(N−n)!

(
1
α

)n (
1− 1

α

)N−n.
Inlocuim pe N ! şi pe (N−n)! prin valorile lor asimptotice date de formula

lui Stirling (n! ' nne−n
√

2πn). Dacă N ceşte nemărginit cu T ı̂n aşa fel
ı̂ncât raportul N

T tinde către y, raportul N
α va tinde către yθ, care este

numaırul mediu de apeluri ı̂n intervalul de timp θ, adică n. Dacă ı̂nlocuim
pe N

α prin yθ = n, formula precedentă ia forma

Pn =
e−n

n!
· NN+ 1

2

(N − n)N−n+ 1
2

·
(

N
n − 1

)N−n

(
N
n

)N
=

nne−n

n!
· (N − n)N−n

(N − n)N−n

√
N

N − n
=

=
nne−n

n!
·
(

1 +
n− n

N − n

)N−n
√

N

N − n

Dacă N creşte nemărgnit avem Pn = nne−n

n! sau Pn = (yθ)ne−
y
θ

n! .
Probabilitatea este dată de formula lui Poisson.
Tot această lege va da probabilitatea ca să existe n convorbiri simultane

de aceeaşi durată θ. Intr-adevăr, această probabilitate este egală cu aceea
pentru care urmează să avem n apeluri ı̂n intervalul de timp θ. Dacă duratele
convorbirilor sunt inegale şi dacă ı̂n medie avem y1 convorbiri de durată θ1,
y2 convorbiri de durată θ2, etc., cele n convorbiri simultane pot fi compuse
din n1 convorbiri de primul fel, din n2 convorbiri de al doilea fel etc.,
n1 + n2 + . . . = n.
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Se poate arăta că ı̂n formula care dă probabilitatea Pn nu s-a schimbat
nimic, cu condiţia de a lua y = y1θ1 + y2θ2 + . . .

Dacă se ia ca unitate de timp durata medie θ a convorbirilor, formula
care dă probabilitatea Pn devine Pn = yne−y

n! .
6) Schema lui Poisson
O urnă Bernoulli este caracterizată prin aceea că probabilitatea p pen-

tru realizarea evenimentului dorit A, ı̂n timpul celor n extrageri succesive,
este constantă (deoarece bila extrasă se pune ı̂napoi). Putem prezenta
schema lui Bernoulli sub forma a n urne identice U1, . . . , Un. Din aceste
urne se extrage câte o bilă . Probabilitatea ca din n bile extrase , x să
realizeze evenimentul A (scoaterea unei bile albe) este Cx

npxqn−x. Schema
lui Poisson generalizează urna bilei revenite, ı̂n sensul că probabilitatea se
schimbă de la o experienţă la alta , sau, ceea ce este acelaşi lucru, ı̂n n
urne U1, . . . , Un probabilităţile evenimentului A sunt diferite. Fie p1, . . . , pn

probabilităţile de realizare a unui eveniment A, de exemplu, scoaterea unei
bile albe din n urne, de data asta neidentice şi q1, . . . , qn probabilităţile de
realizare a evenimentului contrar Ac, ı̂n aceeaşi experienţă . Vom deter-
mina probabilitatea ca evenimentul A să se realizeze ı̂n cele n experienţe
(scoaterea din fiecare urnă a câte unei bile ) de x ori, iar Ac de n − x
ori. Notăm h1, . . . , hx şi k1, . . . , kn−x grupuri de câte x, respectiv n − x
numere din şirul 1, 2, . . . , n. Un eveniment Eh,k ce realizează evenimentul
cerut este Eh,k = (Ah1 ∩ . . .∩Ahx)∩ (Ac

k1
∩ . . .∩Ac

kn−x
) şi are probabilitatea

P (Eh,k) = ph1 . . . phxqk1 . . . qkn−x . Evenimentele Eh,k sunt grupe distincte cu
x evenimente Ah şi n− x evenimente Ac

k permutate ı̂ntre ele. Atunci eveni-
mentul cerut X =

⋃
Eh,k are probabilitatea p, p =

∑
ph1 . . . phxqk1 . . . qkn−x .

Termenii ce intră ı̂n această sumă sunt diferitele produse parţiale ale dez-
voltării (p1 + q1)(p2 + q2) . . . (pn + qn) ce conţin x factori ph şi n− x factori
qk. Dacă se consideră polinomul ı̂n t dat de (p1t+q1)(p2t+q2) . . . (pnt+qn),
probabilitatea căutată P e coeficientul lui tx din polinomul anterior.

7) Schema polinomială
O urnă conţine bile de culorile c1, c2, . . . , cs ı̂n proporţii cunoscute; deci

cunoaştem probabilitatea pi de apariţie ı̂ntr-o extragere a unei bile de cu-
loarea ci, i = 1, s. Se fac n extrageri a câte o bilă , cu condiţia ca la fiecare ex-
tragere urna să aibă aceeaşi compoziţie. Fie Aα evenimentul ca ı̂n extrager-
ile efectuate să apară αi bile de culoarea ci(i = 1, s), deci α = (α1, . . . , αs).
Probabilitatea acestui eveniment este P (Aα) = n!

α1!...αn!p
α1
1 . . . pαs

s .
Propoziţia 2.1. Fie X o v. a. repartizată binomial cu parametrii n, pn,
1 − pn. Dacă lim

n→∞npn = λ > 0, atunci X este asimptotic poissoniană cu
parametrul λ > 0, pentru n −→∞.
Definiţia 2.10. Variabila aleatoare X se numeşte absolut continuă

dacă există o funcţie integrabilă f : IR → IR+ astfel ı̂ncât funcţia de repartiţie
F (x) a lui X să fie dată de F (x) =

∫ x
−∞ f(t)dt. In acest caz funcţia f(t) se

numeşte densitatea de probabilitate( sau de repartiţie) a v. a. X.
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Proprietăţile densităţii de repartiţie
Dacă v. a. X admite densitatea f(x), atunci:
1) funcţia f este pozitivă şi

∫∞
−∞ f(x)dx = 1

2) ı̂n orice punct de continuitate al funcţiei f avem F ′(x) = f(x)
3) P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b
a f(x)dx

4) pentru orice funcţie măsurabilă Borel g : IR → C avem E(g(X)) =
=

∫∞
−∞ g(x)f(x)dx (atunci când integrala din membrul drept este absolut

convergentă ). In particular, E(X) =
∫∞
−∞ xf(x)dx.

5) Dacă v. a. are densitatea f(x), iar Y = aX + b (a, b ∈ IR, a 6= 0),
atunci Y are densitatea fY (x) = 1

|a|f
(

x−b
a

)
.

Definiţia 2.11. Pentru orice v. a. X, funcţia ϕX(t) = E(eitX) se numeşte
funcţia caracteristică a lui X.

Proprietăţile funcţiei caracteristice
1) Dacă X1, . . . Xn sunt v. a. independente, iar X = X1 + . . . + Xn,

atunci ϕX(t) =
n∏

k=1

ϕXk
(t).

2) Dacă X admite moment de ordinul n, atunci E(Xk) = ϕ
(k)
X (0)

ik
, k =

1, n.
3) Două v. a. cu aceeaşi funcţie caracteristică au aceeaşi repartiţie.
4) Dacă X este discretă , atunci ϕX(t) =

∑
n

eitanpn.

5) Dacă X admite densitatea de repartiţie f(x), atunci

ϕX(t) =
∫ ∞

−∞
eitxf(x)dx,

iar ı̂n punctele x de continuitate ale lui f avem

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−itxϕX(t)dt.

Exemple de repartiţii absolut continue
1) Repartiţia normală (Gaussiană ) cu media m şi abaterea pătratică

σ este repartiţia unei v. a. X cu densitatea f(x) = 1
σ
√

2π
·e−

(x−m)2

2σ2 . In acest
caz se scrie X ∼ N(m,σ). Dacă m = 0 şi σ = 1, X se numeşte variabilă
normală standard.

Funcţia caracteristică este ϕX(t) = eimt−σ2t2

2 .
Funcţia de repartiţie a unei variabile normale standard este

Φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ e−

t2

2 dt şi este numită funcţia lui Laplace.
In cazul general, funcţia de repartiţie F a unei v. a. normale de tip

N(m, σ) se poate exprima cu ajutorul funcţiei lui Laplace astfel
F (x) = Φ

(
x−m

σ

)
, deci P (a ≤ X ≤ b) = Φ

(
b−m

σ

)−Φ
(

a−m
σ

)
, de unde rezultă

P (|X −m| < εσ) = Φ(ε)− Φ(−ε) = 2Φ(ε)− 1.
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2) Repartiţia uniformă ı̂ntr-un interval [a, b] este repartiţia unei v.
a. X cu densitatea

f(x) =
{

1
b−a , a ≤ x ≤ b

0, ı̂n rest

Media E(X) = a+b
2 , dispersia D2(X) = (b−a)2

12 .
3) Repartiţia exponenţială de parametru λ > 0 corespunde den-

sităţii de repartiţie

f(x) =
{

λe−λx, x > 0
0, x ≤ 0

Media E(X) = 1
λ , dispersia D2(X) = 1

λ2 , funcţia caracteristică ϕX(t) =

=
(
1− it

λ

)−1.
4) Repartiţia Gamma cu parametrii λ, p > este repartiţia unei v.

a. X cu densitatea

f(x) =

{
λp

Γ(p)x
p−1e−λx, x > 0

0, x ≤ 0

Media E(X) = p
λ , dispersia D2(X) = p

λ2 , funcţia caracteristică ϕX(t) =
= 1

(1− it
λ )p .

Pentru p = 1 se obţine repartiţia exponenţială , iar pentru λ = 1
2 , p = n

2 ,
repartiţia χ2(n) (”hi pătrat” cu n grade de libertate).

5) Repartiţia Cauchy este repartiţia unei v.a. X cu densitatea
f(x) = 1

π(1+x2)
.

In acest caz, X nu admite valoare medie.
Observaţia 2.2. Folosind proprietăţile corespunzătoare funcţiilor carac-

teristice, respectiv funcţiilor generatoare, se obţin următoarele proprietăţi
ale sumei a două v. a. independente X şi Y :

a) Dacă X şi Y sunt absolut continue cu densităţile f(x), respectiv
g(y), atunci densitatea sumei X + Y este convoluţia celor două densităţi
(f ? g)(t) =

∫∞
−∞ f(τ)g(t− τ)dτ .

b) Dacă X şi Y iau valori ı̂n IN, iar pn = P (X = n) şi qn = P (Y = n) sunt
repartiţiile lor, atunci repartiţia sumei rn = P (X + Y = n) este convoluţia

şirurilor (pn) şi (qn), i. e. rn =
n∑

m=0

p(n−m)q(m).

2.2 Probleme rezolvate

1. Din 100 de piese lucrate la un strung, 5 sunt defecte. Se iau la
ı̂ntâmplare 45 de piese.

a) Care e probabilitatea ca să existe ı̂ntre cele 45 de piese o singură
piesă defectă ?

b) Care e probabilitatea ca să existe cel puţin o piesă defectă ?
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Soluţie. a) p1 = C1
5C44

95

C45
100

b) p2 = C1
5C44

95+C2
5C43

95+C3
5C42

95+C4
5C41

95+C5
5C40

95

C45
100

2. Intr-o ladă cu 80 pachete de ţigări, 4 pachete au câte o ţigară ruptă
Care e probabilitatea ca o persoană care cumpără 4 pachete să primească
toate pachetele cu ţigări rupte? Care e probabilitatea ca să primească
cel puţin 2 pachete cu ţigări rupte?

Soluţie. p1 = C4
4C0

76

C4
80

p2 = C2
4C2

76+C3
4C1

76+C4
4C0

76

C4
80

3. Dintr-un lot de 100 tranzistori, 20 au defecte. Se extrag 10 tranzistori.
Care este probabilitatea ca toţi tranzistorii extraşi să fie buni, dar ca
unul singur să fie defect, dar cel puţin unul să fie defect?

Soluţie. p1 = C10
80 ·C0

20

C20
100

p2 = C9
80·C1

20

C20
100

p3 = 1− C10
80 ·C0

20

C20
100

4. Din 16 borcane de câte 1 kg, 4 conţin dulceaţă de caise şi 12 de prune.
Grupându-se la ı̂ntâmplare câte 4 borcane, să se determine probabili-
tatea ca fiecare grupă să conţină un borcan cu dulceaţă de caise.

Soluţie. p = C3
12C1

4

C4
16

· C3
9C1

3

C4
12
· C3

6C1
2

C4
8

5. Intr-un lot de 200 de piese fabricate la o maşină sunt 10 piese defecte.
Se scot la ı̂ntâmplare 20 piese. Care e probabilitatea ca ı̂ntre cele 20
piese extrase să fie piese defecte?

Soluţie. Fie A = toate cele 20 piese extrase sunt fără defecte, B =
ı̂ntre cele 20 piese extrase cel puţin una este defectă .

P (B) = 1− P (A), unde P (A) = C20
190C0

10

C20
200

6. O urnă conţine 31 bile albe şi 19 negre. O persoană scoate bilele una
câte una, până când obţine 14 bile albe. Să se determine valoarea
medie a numărului de bile negre extrase.
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Soluţie. Bila extrasă nu se mai pune la loc ı̂n urnă .

Probabilitatea de a extrage 14 bile albe şi k negre este p = C14
31Ck

19

C14+k
50

,

k = 0, 19.

E(X) =
19∑

k=0

k · C14
31Ck

19

C14+k
50

7. La o agenţie LOTO din 10000 de bilete, 10 sunt câştigătoare. Un
jucător cumpără 6 bilete şi fie X v.a. ce reprezintă numărul biletelor
câştigătoare. Se cer:

a) repartiţia v. a. X;

b) E(X), D2(X)

c) P (X ≤ 5), P (X > 3/X ≤ 5), P (X = 6)

Soluţie. a) X ia valorile x = 0, 6 cu probabilităţile p(x) = Cx
10C6−x

9990

C6
10000

b) E(X) = np = n · a
N = 6 · 10

10000 = 0, 006

D2(X) = npq · N−n
N−1 = 6 · 10

10000 · 9990
10000 · 9994

9999 = 0, 0059

c) P (X ≤ 5) =
5∑

x=0

Cx
10C

6−x
9990

C6
10000

P (X > 3/X ≤ 5) = P (3≤X≤5)
P (X≤5) =

5∑

x=3

Cx
10C

6−x
9990

C6
10000

5∑

x=0

Cx
10C

6−x
9990

C6
10000

P (X = 6) = C6
10C0

9990

C6
10000

8. O aceeaşi piesă este produsă de 2 maşini. Prima dă un rebut cu prob-
abilitatea 0,05, iar a doua cu probabilitatea 0,06. Care e numărul
mediu de rebuturi găsite, dacă s-au luat la control câte 200 de piese
de la fiecare maşină ?

Soluţie. Fie X1 = v. a. ce dă numărul de piese defecte găsite la prima
maşină , X2 = v. a. ce dă numărul de piese defecte găsite la a doua
maşină , X = numărul de defecte găsite, X = X1 + X2.

X1 şi X2 se ı̂ncadrează ı̂n schema bilei nêıntoarse, deci
E(X1) = np = 200 · 0, 05 = 10, E(X2) = 200 · 0, 06 = 12 =⇒ E(X) =
= E(X1) + E(X2) = 22
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9. O urnă conţine 32 bile dintre care 10 bile albe, 8 negre, 7 roşii şi 5
verzi. Se extrag 5 bile din urnă fără a pune bila extrasă ı̂napoi. Se
cere probabilitatea ca ı̂ntre cele 5 bile extrase să avem :

a) 3 bile albe, o bilă roşie şi una verde;

b) o bilă albă , 2 negre şi 2 roşii.

Soluţie. a) Se aplică schema bilei nerevenite : p1 = C3
10·C1

7 ·C1
5

C5
32

b) p2 = C1
10·C2

8 ·C2
7

C5
32

10. Impărţim primele 12 numere naturale ı̂n 3 grupe a câte 4 numere şi
ı̂nregistrăm fiecare grupă pe câte un bilet. Dintr-o urnă conţinând 12
bile numerotate de la 1 la 12 se extrage, pe rând, câte o bilă . Se cer :

a) probabilitatea ca din 6 extrageri, 4 numere să fie conţinute pe acelaşi
bilet, presupunând că bilele extrase nu sunt ı̂ntoarse ı̂n urnă ;

b) aceeaşi probabilitate, presupunând că după fiecare extragere bila
este rêıntoarsă ı̂n urnă .

Soluţie. a) Fie Ai evenimentul ca din cele 6 numere extrase, 4 să fie
pe biletul cu numărul i, i = 1, 2, 3. Deci probabilitatea cerută va fi
P (A1 ∪ A2 ∪ A3) = P (A1) + P (A2) + P (A3), evenimentele Ai fiind
incompatibile (pe fiecare bilet sunt numere diferite).

Avem P (A1) = P (A2) = P (A3), deoarece numerele se scriu la ı̂ntâmplare
pe bilete.

Aplicăm scheme bilei nerevenite:

P (A1) =
C4

4C6−4
12−4

C6
12

= C2
8

C6
12

=⇒ P (A1 ∪A2 ∪A3) = 3 C2
8

C6
12

b) Aplicăm schema lui Bernoulli :

P (A1) = C4
6

(
4
12

)4 (
8
12

)2 =⇒ P (A1 ∪A2 ∪A3) = 3C4
6

(
4
12

)4 (
8
12

)2

11. Cinci litere sunt alese la ı̂ntâmplare din cele 26 de litere ale alfabetului
englez: (i) cu revenire; (ii) fără revenire. Pentru fiecare din cazurile
(i) şi (ii), să se calculeze probabilitatea ca literele alese :

a) să conţină exact o dată litera ”c”;

b) să fie toate vocale;

c) să formeze cuvântul ”work”.

Soluţie. a) (i) C1
26 · 1

26 ·
(

25
26

)25

(ii) C4
25·C1

1

C5
26
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b) (i)
(

3
13

)5

(ii) C5
6

C5
26

c) (i)
(

1
26

)4

(ii)
(

1
26

)4

12. Se aruncă o monedă de 8 ori. Să se afle probabilitatea ca stema să
apară de 6 ori.

Soluţie. p = C6
8 ·

(
1
2

)6 (
1
2

)2

13. Probabilitatea ca un nou născut să fie sex masculin este egală cu 0,51
(pentru o anumită populaţie). Să se calculeze probabilitatea ca ı̂ntr-o
familie cu 7 copii 5 să fie de sex masculin.

Soluţie. p = C5
7 (0, 51)5(0, 49)2

14. Un muncitor deserveşte simultan 10 maşini de acelaşi tip. Probabili-
tatea ca o maşină să necesite o intervenţie ı̂ntr-un interval de timp t
este p = 1

3 . Să se determine probabilitatea ca:

a) 6 din cele 10 maşini să necesite intervenţia muncitorului ı̂n intervalul
de timp t;

b) cel mult 4 din cele 10 maşini să necesite câte o intervenţie ı̂n inter-
valul t.

Soluţie. a) C6
10

(
1
3

)6 (
2
3

)4

b)
4∑

k=0

Ck
10

(
1
3

)k (
2
3

)10−k

15. Probabilitatea ca o zi din luna martie să fie ploioasă este 0,8. Care este
probabilitatea ca ı̂n prima decadă a acestei luni să fie 4 zile ploioase?
Dar cel mult 4 zile ploioase? Dar probabilitatea ca toate zilele să fie
ı̂nsorite?

Soluţie. p1 = C4
10(0, 8)4(0, 2)6

p2 = (0, 2)10 + C1
10(0, 8)(0, 2)9 + C2

10(0, 8)2(0, 2)8 + C3
10(0, 8)3(0, 2)7+

+C4
10(0, 8)4(0, 2)6

p3 = (0, 2)10
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16. Doi parteneri cu forţă egală boxează 12 runde (probabilitatea ca ori-
care din ei să câştige o rundă este 1

2). Să se calculeze valoarea medie,
dispersia şi abaterea medie pătratică a v. a. care reprezintă numărul
de runde câştigate de unul din parteneri.

Soluţie. V. a. X are repartiţia binomială P (X = k) = Ck
12

(
1
2

)k (
1
2

)12−k
,

k = 0, 12.

Atunci E(X) = np = 12 · 1
2 = 6, D2(X) = npq = 12 · 1

2 · 1
2 = 3, D(X) =

=
√

D2(X) =
√

3.

17. La o agenţie de turism s-a observat că 50/0 dintre persoanele care au
făcut rezervare renunţă . Se presupune că s-au făcut 100 de rezervări
pentru un hotel cu 95 de locuri. Care este probabilitatea ca toate
persoanele care se prezintă la hotel să aibă loc?

Soluţie. Fie X numărul de persoane care se prezintă la hotel. V. a. X
urmează o repartiţie binomială cu n = 100 şi p = 0, 95.

De aceea P (X ≤ 95) = 1−P (X > 95) = 1−
100∑

k=96

Ck
100(0, 05)100−k(0, 95)k

18. La examenul de matematică , probabilitatea ca o teză să fie notată cu
notă de trecere este 0,75. Se aleg la ı̂ntâmplare 10 lucrări şi fie X v.a.
ce reprezintă numărul tezelor ce vor fi notate cu notă de trecere. Se
cer:

a) repartiţia lui X;

b) E(X), D2(X)

c) P (X ≥ 5), P (7 ≤ X ≤ 10/X ≥ 8), P (X = 10)

d) funcţia caracteristică a v. a. X.

Soluţie. a) V. a. X are o repartiţie binomială cu n = 10, p = 0, 75. X
ia valorile x = 0, 1, . . . 10 cu probabilităţile p(x) = Cx

10(0, 75)x(0, 25)10−x.

b) E(X) = np = 10 · 0, 75 = 7, 5

D2(X) = npq = 10 · 0, 75 · 0, 25 = 1, 875

c) P (X ≥ 5) =
10∑

x=5

Cx
10(0, 75)x(0, 25)10−x
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P (7 ≤ X ≤ 10/X ≥ 8) = P (8≤X≤10)
P (X≥8) =

10∑

x=8

Cx
10(0, 75)x(0, 25)10−x

10∑

x=8

Cx
10(0, 75)x(0, 25)10−x

= 1

P (X = 10) = C10
10(0, 75)10(0, 25)0 = (0, 75)10

d) ϕX(t) = E(eitX) =
10∑

x=0

eitxCx
10(0, 75)x(0, 25)10−x =

= (0, 75 · eit + 0, 25)10

19. O urnă conţine 30 bile albe şi 10 bile negre. Se fac 200 de extrageri
din urnă punând după fiecare extragere bila ı̂napoi ı̂n urnă . Se cere
o margine inferioară pentru probabilitatea ca numărul de apariţii ale
bilei albe ı̂n cele 200 de extrageri să fie cuprins ı̂ntre 100 şi 120.

Soluţie. Fie X v. a. ce reprezintă numărul de apariţii ale bilei albe,
X are o repartiţie binomială

Probabilitatea ca ı̂ntr-o extragere să obţinem o bilă albă este p = 3
4 .

Deci E(X) = np = 200 · 3
4 = 150, D2(X) = npq = 200 · 3

4 · 1
4 = 37, 5

Se aplică inegalitatea lui Ceb̂ışev :
P (100 < X < 120) = P (|X − 110| < 10) ≥ 1− 37,5

100 = 0, 625

20. Un grup de 40 elevi audiază un curs de 3 trimestre. La terminare
dau un examen la care i se pune fiecăruia câte o ı̂ntrebare din materia
fiecărui trimestru. Stim că 5 elevi cunosc ı̂n ı̂ntregime materia predată
10 elevi cunosc 900/0 din materia predată pe fiecare trimestru, 11 elevi
cunosc câte 800/0 din materie, 7 elevi 600/0, 5 elevi câte 500/0 şi 2 elevi
nu cunosc nimic din materia predată . La examen un elev răspunde
bine la primele două ı̂ntrebări şi fals la a treia. Care este probabilitatea
ca el să fie unul din elevii care cunosc : ı̂ntreaga materie, 900/0, 800/0,
600/0, 500/0, 00/0 din ı̂ntreaga materie.

Soluţie. Fie evenimentele A1=5 elevi cunosc ı̂n ı̂ntregime materia pre-
dată , A2=10 elevi cunosc 900/0 din materia predată , A3=11 elevi
cunosc câte 800/0 din materie, A4=7 elevi 600/0, A5=5 elevi câte
500/0, A6=2 elevi nu cunosc nimic din materia predată .

Avem P (A1) = 1
8 , P (A2) = 1

4 , P (A3) = 11
40 , P (A4) = 7

40 , P (A5) =
= 1

8 , P (A6) = 1
20 .

Fie X=un elev răspunde bine la primele două ı̂ntrebări şi fals la a
treia.
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Avem P (X/A1) = 0, P (X/A2) = C2
3

(
9
10

)2 · 1
10 , P (X/A3) = C2

3

(
8
10

)2 ·
· 2
10 , P (X/A4) = C2

3

(
6
10

)2 · 4
10 , P (X/A5) = C2

3

(
5
10

)2 · 5
10 , P (X/A6) =

= 0.

Atunci P (X) = 1
8 ·0+ 1

4 ·C2
3

(
9
10

)2 · 1
10 + 11

40 ·C2
3

(
8
10

)2 · 2
10 + 7

40 ·C2
3

(
6
10

)2 ·
· 4
10 + 1

8 · C2
3

(
5
10

)2 · 5
10 + 1

20 · 0.

In continuare se foloseşte formula lui Bayes.

21. Presupunem că la 100 de convorbiri telefonice au loc 1000 de bruiaje
neturale. Care e probabilitatea de a avea o convorbire fără bruiaje?
Dar una cu cel puţin 2 bruiaje?

Soluţie. Fie X = v.a. repartizată Poisson ce reprezintă numărul de
bruiaje, λ = E(X).

E(X) = 1000
100 = 10

P (X = 0) = e−10 · 100

0! = e−10

P (X ≥ 2) = 1− P (X = 0)− P (X = 1) = 1− e−10 − 10 · e−10

22. Intr-o mină au loc ı̂n medie 2 accidente pe săptămână (legea Poisson).
Să se calculeze probabilitatea de a exista cel mult 2 accidente :

a) ı̂ntr-o săptămână ;

b) ı̂n 2 săptămâni;

c) ı̂n fiecare săptămână dintr-un interval de 2 săptămâni.

Soluţie. a) Fie X v. a. ce desemnează numărul de accidente dintr-o
săptămână este poissoniană cu λ = 2, deci P (X ≤ 2) =
= e−2

(
1 + 2

1! + 4
2!

)
= 5e−2.

b) Fie Y v. a. ce desemnează numărul de accidente ı̂n 2 săptămâni
este poissoniană cu λ = 4, deci P (Y ≤ 2) = e−4

(
1 + 4

1! + 16
2!

)
= 13e−4.

c) probabilitatea cerută este [P (X ≤ 2)]2 = 25e−4

23. La fiecare o mie de persoane, una este victima unui accident de maşină
O companie de asigurări a asigurat 5000 de persoane. Care este prob-
abilitatea ca cel mult 2 dintre acestea să ı̂ncaseze asigurarea?

Soluţie. Dacă X reprezintă numărul de persoane care ı̂ncasează asigu-
rarea ı̂ntr-un an, atunci X urmează o repartiţie binomială cu n = 5000
ş p = 1

1000 . Deoarece λ = np = 5 (valori mari ale lui n şi valori mici
ale lui p se poate folosi propoziţia 2.1 şi obţinem P (X ≤ 2) ∼=
∼= e−5

(
50

0! + 5
1! + 52

2!

)
= 31e−5

2 .
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24. Presupunem că ı̂ntr-un anumit stat media sinuciderilor ı̂ntr-o lună este
de 4 la un milion de locuitori. Să se determine probabilitatea ca ı̂ntr-
un oraş cu 500000 de locuitori să fie cel mult 4 sinucideri ı̂ntr-o lună .
Este posibil ca ı̂n decurs de un an să existe cel puţin 2 luni ı̂n care au
avut loc mai mult de 4 sinucideri?

Soluţie. Fie X numărule de sinucideri ı̂ntr-o lună ; X este o v.a. repar-
tizată binomial cu n = 500000 şi p = 4·10−6. Deoarece np = 2 se poate

utiliza propoziţia 2.1 şi avem p0 = P (X ≤ 4) =
4∑

k=0

e−2 2k

k!
= 7e−2.

Fie Y numărul de luni cu mai mult de 4 sinucideri. Atunci
P (Y = k) = Ck

12(1− p0)kp12−k
0 , iar P (Y ≥ 2) = 1− P (Y = 0)−

−P (Y = 1).

25. O firmă se aprovizionează de la 3 furnizori. Din datele statistice
privind furnizorii, firma estimează că probabilitatea cu care furnizorii
nu pot onora contractul sunt p1 = 0, 1, p2 = 0, 3, p3 = 0, 2. Fie X
variabila aleatoare ce indică numărul furnizorilor ce nu-şi pot onora
contractul . Să se afle:

a) repartiţia v.a. X;

b) E(X), D(X);

c) să se determine riscul pe care şi-l asumă firma.

Soluţie. a) Situaţia dată se poate modela probabilistic cu schema lui
Poisson cu 3 urne, ı̂n care p1 = 0, 1, q1 = 0, 9, p2 = 0, 3, q2 = 0, 7, p3 =
= 0, 2, q3 = 0, 8 şi se obţine polinomul de gradul 3 :
P3(t) = (p1t + q1)(p2t + q2)(p3t + q3) = 0, 006t3 + 0, 092t2 + 0, 398t+
+0, 504

X ia valorile 0,1,2,3 cu valorile 0,504;0,398;0,092;0,006.

b) E(X) = 0 · 0, 504 + 1 · 0, 398 + 2 · 0, 092 + 3 · 0, 006 = 0, 6

E(X2) = 02 · 0, 504 + 12 · 0, 398 + 22 · 0, 092 + 32 · 0, 006 = 0, 82

D2(X) = 0, 82− 0, 62 = 0, 46

c) Riscul pe care şi-l asumă firma este dat de următoarea probabilitate
P (X ≥ 1) = P (X = 1) + P (X = 2) + P (X = 3) = 0, 496

26. La un concurs de matematică 3 candidaţi primesc câte un plic care
conţine n (n > 3) bilete cu probleme de algebră şi geometrie. Cele 3
plicuri conţin respectiv câte 1,2,3 subiecte de algebră . Fiind examinaţi,
cei 3 candidaţi extrag fiecare câte un bilet din plic. Extragrea făcându-
se la ı̂ntâmplare, să se afle probabilitatea următoarelor evenimente :
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a) 3 candidaţi să fie examinaţi la geometrie;

b) nici un candidat saă nu fie examinat la geometrie;

c) cel puţin un candidat să fie examinat la algebră .

Soluţie. a) Aplicăm schema lui Poisson şi avem :(
1
n t + n−1

n

) (
2
n t + n−2

n

) (
3
n t + n−3

n

)
= 1

n3 [6t3 + (11n− 18)t2+
+(6n2 − 22n + 18)t + (n− 1)(n− 2)(n− 3)]

p1 = (n−1)(n−2)(n−3)
n3 (termenul liber din polinomul de mai sus)

b) p2 = 6
n3 (coeficientul lui t3 din polinomul de mai sus)

c) p3 = 1− (n−1)(n−2)(n−3)
n3

27. Un aparat se compune din 5 elemente; fiabilitatea (probabilitatea de
funcţionare fără defecţiune ı̂ntr-un interval de timp) elementelor este :
p1 = 0, 9, p2 = 0, 95, p3 = 0, 8, p4 = 0, 85, p5 = 0, 91. Dacă nici unul din
elemente nu este ı̂n pană , probabilitatea de funcţionare a aparatului
fără defecţiuni este egală cu 1; dacă unul din cele 5 elemente este ı̂n
pană această probabilitate este 0,7, iar dacă două elemente sunt ı̂n
pană aparatul nu poate funcţiona. Să se determine probabilitatea ca
aparatul să poată efectua munca pentru care este destinat.

Soluţie. Aplicăm schema lui Poisson :

(0, 1t + 0, 9)(0, 05t + 0, 95)(0, 2t + 0, 8)(0, 15t + 0, 85)(0, 09t + 0, 91) =
= 0, 53 + 0, 364t + . . .

Fie A1=nici un element nu este ı̂n pană ; A2=un element este ı̂n pană

Atunci P (A1) = 0, 53, P (A2) = 0, 364

Notând cu A evenimentul ”aparatul efectuează munca pentru care este
destinat”, formula probabilităţilor totale ne dă :
P (A) = 0, 53 · 1 + 0, 364 · 0, 7 = 0, 784

28. Un muncitor produce cu probabilităţile 0,99; 0,07 şi 0,03 o piesă bună
o piesă cu un defect remediabil şi un rebut. Muncitorul a produs 3
piese. Care este probabilitatea ca ı̂ntre cele 3 piese să fie cel puţin o
piesă bună şi cel puţin un rebut?

Soluţie. Aplicăm schema polinomială :
P = 3!

1!1!1! · 0, 9 · 0, 07 · 0, 03 + 3!
2!1!(0, 9)2 · 0, 03 + 3!

2!1! · 0, 9 · (0, 03)2 =
= 0, 08667

29. Densitatea de repartiţie a vieţii unei lămpi dintr-un aparat de radio
cu 6 lămpi este λ · e−λt, t > 0, dat ı̂n ani şi λ = 1

3 . Să se determine
probabilitatea ca ı̂n mai puţin de 6 ani nici o lampă să nu fie schimbată
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Soluţie. Vieţile medii ale lămpilor sunt considerate evenimente inde-
pendente. Probabilitatea ca viaţa medie a unei lămpi să fie mai mare
de 6 ani este p =

∫∞
6 λ · e−λtdt = e−6λ = e−2. Probabilitatea căutată

este p6 = e−12.

30. La o anumită scală erorile de măsurare sunt normal distribuite cu
m = 0 şi σ = 0, 1 g. Dacă se cântăreşte un obiect la această scală ,
care este probabilitatea ca eroarea de măsurare să fie mai mică decât
0,15 g?

Soluţie. Fie X eroarea de măsurare dată când un obiect este cântărit.

Căutăm probabilitatea P (−0, 15 ≤ X ≤ 0, 15).

P (−0, 15 ≤ X ≤ 0, 15) = P (−0,15−0
0,1 ≤ X ≤ −0,15+0

0,1 ) =
= P (−1, 5 ≤ X ≤ 1, 5) = Φ(1, 5)− Φ(−1, 5) = Φ(1, 5)− 1 + Φ(1, 5) =
= 2Φ(1, 5)− 1 = 0, 8664

31. La un atelier se fabrică bile cu un diametru de 0,8 cm. Defectele de
fabricaţie dau o eroare a diametrului repartizată după o lege normală
m = 0 (nu avem erori sistematice) şi σ = 0, 001 cm. La control sunt
date ca rebuturi toate bilele care trec printr-un inel de diametru de
0,798 cm şi cele care nu pot trece printr-un inel de diametru 0,802
cm. Să se determine probabilitatea ca o bilă luată la ı̂ntâmplare să fie
refuzată .

Soluţie. Fie A = bila este refuzată ,A1 = diametrul d < 0, 798, A2 =
= diametrul d > 0, 802, A = A1 ∪A2.

Calculăm P (Ac) = P (0, 798 < d < 0, 802) = P (|d − md| < 0, 002),
unde md = 0, 8 diametrul normal.

P (Ac) = Φ
(

0,002
0,001

)
− Φ

(
−0,002
0,001

)
= Φ

(
0,002
0,001

)
− 1 + Φ

(
0,002
0,001

)
=

= 2Φ
(

0,002
0,001

)
− 1 = 2Φ(2)− 1 = 2 · 0, 9772− 1 ' 0, 954 =⇒ P (A) =

= 1− P (Ac) ' 0, 046

32. Numărul pâinilor ce pot fi vândute ı̂ntr-o zi de un supermarket e nor-
mal distribuit cu m = 1000 pâini şi σ = 100 pâini. Dacă marketul
stochează 1200 de pâini ı̂n fiecare zi, care este probabilitatea ca pâinile
să fie vândute până ca ziua să se termine?

Soluţie. Fie X numărul pânilor care pot fi vândute pe parcursul unei
zile; X este normal distribuită cu m = 1000 şi σ = 100. Vrem să găsim
probabilitatea P (X ≥ 1200).

P (X ≥ 1200) = P (X−1000
100 ≥ 1200−1000

100 ) = P (X−1000
100 ≥ 2) = 1−

−P (X−1000
100 < 2) = 1− Φ(2) = 0, 0228
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33. Fie X ∼ N(m,σ) astfel ı̂ncât P (X < 22) = 91
100 , P (X > 28) = 6

100 . Se
cer m şi σ ştiind că Φ(1, 35) = 0, 91, Φ(1, 56) = 0, 94.

Soluţie. 91
100 = P (X < 22) = Φ

(
22−m

σ

)
=⇒ 22−m

σ = 1, 35
6

100 = P (X > 28) = 1− P (X ≤ 28) =⇒ P (X ≤ 28) = 0, 94 =⇒
=⇒ 0, 94 = Φ

(
28−m

σ

)
=⇒ 28−m

σ = 1, 56

Facem sistem din cele două ecuaţii şi determinăm m şi σ : m =
= −16, 57, σ = 28, 5

34. Inălţimea bărbaţilor este repartizată N(m,σ),m =167 cm, σ = 3 cm.

1) Care este procentul din populaţie cu ı̂nălţimea :

a) mai mare de 167 cm;

b) mai mare de 170 cm;

c) cuprinsă ı̂ntre 161 cm şi 173 cm?

2) Se selectează la ı̂ntâmplare (binomial) 4 bărbaţi. Care este proba-
bilitatea ca:

a) ı̂nălţimea tuturor să depăşească 170 cm;

b) doi să aibă ı̂nălţimea mai mică decât media, iar doi mai mare decât
media?

Soluţie. 1) Fie X ı̂nălţimea unui bărbat ı̂n cm.

a) P (X > 167) = 1−P (X ≤ 167) = 1−Φ
(

167−167
3

)
= 1−Φ(0) = 500/0

b) P (X > 170) = 1− Φ
(

170−167
3

)
= 1− Φ(1) = 160/0

c) P (161 < X < 173) = Φ
(

173−167
3

)− Φ
(

161−167
3

)
= Φ(2)− Φ(−2) =

= Φ(2)− 1 + Φ(2) = 2Φ(2)− 1 = 950/0

2) a) Fie Y = numărul bărbaţilor cu ı̂nălţimea mai mare de 170 cm.
V. a. urmează o lege binomială cu n = 4 şi p = P (X > 170) = 0, 16.
De aceea P (Y = 4) = (0, 16)4 = 0, 0007.

b) Dacă Z reprezintă numărul bărbaţilor cu ı̂nălţimea mai mare ca
media de 167 cm, atunci Z este binomială cu n = 4 şi p =
= P (X > 167) = 0, 5. Astfel P (Z = 2) = C2

4 (0, 5)4 = 0, 375.

35. Calitatea unui produs electronic este rezultanta acţiunii a 2 grupuri
de factori U şi V ale căror modele probabilistice sunt U = 2X + 3Y
şi V = 4X − Y , unde X şi Y sunt variabile aleatoare independente,
X ∼ N(3, 2) şi Y ∼ Bi(10; 0, 9). Să se afle:

a) D2(U), D2(V );

b) ρ(U, V );
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c)P (7 ≤ X ≤ 13);

d) o limită inferioară pentru P (5 < Y < 13).

Soluţie. a) D2(U) = D2(2X + 3Y ) = 4D2(X) + 9D2(Y ) = 4 · 22 + 9·
·0, 9 = 24, 1, unde D2(X) = 22 = 4, D2(Y ) = npq = 10 ·0, 9 ·0, 1 = 0, 9

D2(V ) = D2(4X−Y ) = 42D2(X)+(−1)2D2(Y ) = 16 ·4+0, 9 = 64, 9

b) E(U) = E(2X + 3Y ) = 2E(X) + 3E(Y ) = 2 · 3 + 3 · 10 · 0, 9 = 33

E(V ) = E(4X − Y ) = 4E(X)−E(Y ) = 4 · 3− 10 · 0, 9 = 3

UV = (2X + 3Y )(4X − Y ) = 8X2 + 10XY − 3Y 2 =⇒ E(UV ) =
= 8E(X2)+10E(XY )−3E(Y 2) = 8E(X2)+10E(X)E(Y )−3E(Y 2) =
= 128, 3, deoarece X,Y sunt independente şi E(X2) = D2(X)+
+[E(X)]2 = 4+32 = 13, E(Y 2) = D2(Y )+[E(Y )]2 = 0, 9+(10·0, 9)2 =
= 81, 9.

Atunci ρ(U, V ) = E(UV )−E(U)E(V )√
D2(X)·D2(Y )

= 128,3−33·3√
24,1·64,9

= 0, 741.

c) P (7 ≤ X ≤ 13) = Φ
(

13−3
2

)− Φ
(

7−3
2

)
= Φ(5)− Φ(2) ' 0, 0227

d) Aplicăm inegalitatea lui Ceb̂ışev =⇒ P (5 < Y < 13) =
= P (|Y − 9| < 4) ≥ 1− D2(Y )

ε2 = 1− 0,9
42 ' 0, 94.

36. Se fac experimente asupra alegerii filamentului unui girofar până când
acesta este aprins. La fiecare experiment probabilitatea de succes este
1
5 . Se cer media şi dispersia numărului de experimente.

Soluţie. Fie X v. a. ce reprezintă numărul de experimente. Atunci

X ∼
(

1 2 3 . . . k . . .
1
5

4
5 · 1

5

(
4
5

)2 · 1
5 . . .

(
4
5

)k−1 · 1
5 . . .

)
.

E(X) =
∞∑

k=1

k ·
(

4
5

)k−1

· 1
5

=
1
5

∞∑

k=1

k ·
(

4
5

)k−1

=
1
5
· 25 = 5

Am calculat astfel : fie q = 4
5 < 1. Stim

n∑

k=1

qk = q · 1− qn

1− q
=⇒

=⇒
n∑

k=1

kqk−1 =
(

q · 1− qn

1− q

)′
=

1− (n + 1)qn + nqn+1

(1− q)2
=⇒

=⇒
∞∑

k=1

kqk−1 = lim
n→∞

n∑

k=1

kqk−1 =
1

(1− q)2
= 25

E(X2) =
n∑

k=1

k2 ·
(

4
5

)k−1

· 1
5

=
1
5

n∑

k=1

k2 ·
(

4
5

)k−1
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n∑

k=1

kqk−1 =
1− (n + 1)qn + nqn+1

(1− q)2
/ · q =⇒

=⇒
n∑

k=1

kqk =
q − (n + 1)qn+1 + nqn+2

(1− q)2
=⇒

=⇒
n∑

k=1

k2qk−1 =
(

q − (n + 1)qn+1 + nqn+2

(1− q)2

)′
=

= 1+q−(n+1)2qn+qn+1(2n2+2n−1)+qn+2(n2+4n+1)
(1−q)3

=⇒

=⇒
∞∑

k=1

k2qk−1 = lim
n→∞

n∑

k=1

k2qk−1 =
1 + q

(1− q)3
= 9 · 25

Deci E(X2) = 1
5 · 9 · 25 = 45.

D2(X) = E(X2)− [E(X)]2 = 45− 25 = 20

37. Intr-o bibliotecă sunt n cărţi numerotate de la 1 la n. Se scot la
ı̂ntâmplare cărţile din bibliotecă . Avem o ”̂ıntâlnire” dacă numărul
de pe carte coincide cu numărul extragerii. Să se calculeze media şi
dispersia numărului total de ı̂ntâlniri.

Soluţie. La fiecare carte vom asocia o v. a. Xi, i = 1, n definită astfel :
dacă la extragerea i cartea scoasă poartă numărul i, atunci Xi = 1, ı̂n
celelalte cazuri Xi = 0. Probabilitatea ca la extragerea i să obţinem
cartea cu numărul i este P (Xi = 1) = 1

n , deoarece există o carte
favorabilă printre cele n.

Deoarece fiecare variabilă Xi poate să ia numai valorile 1 sau 0 =⇒
=⇒ P (Xi = 0) = 1− P (Xi = 1) = 1− 1

n .

Avem E(Xi) = 1 · 1
n + 0 · (1− 1

n

)
= 1

n

E(X2
i ) = 12 · 1

n + 02 · (1− 1
n

)
= 1

n

D2(Xi) = E(X2
i )− [E(Xi)]2 = 1

n − 1
n2 = n−1

n2

Numărul total de ı̂ntâlniri este dat de Y =
n∑

i=1

Xi.

E(Y ) = E(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

E(Xi) =
n∑

i=1

1
n

= n · 1
n

= 1

D2(Y ) = D2(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

D2(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

cov(Xi, Xj), dar

cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj)

Cum valorile posibile ale lui XiXj sunt o şi 1 =⇒ E(XiXj) = 1·
·P (XiXj = 1) + 0 · P (XiXj = 0) = (n−2)!

n! = 1
n(n−1) , deoarece XiXj =

= 1 ⇐⇒ cărţile cu numerele i şi j au fost extrase la rândul lor şi
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sunt (n − 2)! permutări de cele n − 2 cărţi corespunzătoare acestui
eveniment.

Dacă i 6= j, cov(Xi, Xj) = 1
n(n−1) − 1

n · 1
n = 1

n2(n−1)
.

Deci D2(Y ) = nD2(Xi) + n(n− 1)cov(Xi, Xj) = 1.

38. Fie X şi Y variabile aleatoare pentru care E(X) = −2, E(Y ) =
= 4, D2(X) = 4, D2(Y ) = 9, iar coeficientul de corelaţie ρ(X, Y ) =
−0, 5. Să se calculeze valoarea medie a variabilei Z = 3X2 − 2XY +
+Y 2 − 3.

Soluţie. E(Z) = 3E(X2)− 2E(XY ) + E(Y 2)− 3

Cum D2(X) = E(X2)− [E(X)]2 =⇒ E(X2) = D2(X) + [E(X)]2 =
= 4 + (−2)2 = 8 şi E(Y 2) = D2(Y ) + [E(Y )]2 = 9 + 42 = 25

cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) =⇒ E(XY ) = E(X)E(Y )+
+cov(X,Y ) = E(X)E(Y ) + ρ(X,Y )

√
D2(X)D2(Y ) = (−2) · 4+

+(−0, 5) · √4 · 9 = −11

Deci E(Z) = 3 · 8− 2 · (−11) + 25− 3 = 68.

39. Fie A şi B două evenimente astfel ı̂ncât P (A) = 1
4 , P (B/A) = 1

2 , P (A/B) =
= 1

4 . Definim variabilele X şi Y : X = 1 sau X = 0 după cum se real-
izează sau nu evenimentul A; Y = 1 sau Y = 0 după cum se realizează
sau nu evenimentul B. Să se calculeze E(X), E(Y ), D2(X), D2(Y ),
ρ(X,Y ).

Soluţie. E(X) = 1 · P (A) + 0 · P (Ac) = 1
4

E(Y ) = 1 · P (B) + 0 · P (Bc) = P (B)

Stim că P (A∩B) = P (A) ·P (B/A) = 1
4 · 12 = 1

8 , dar P (B) = P (A∩B)
P (A/B) =

=
1
8
1
4

= 1
2 =⇒ E(Y ) = 1

2

D2(X) = E(X2)− [E(X)]2 = 1
4 − 1

16 = 3
16

D2(Y ) = E(Y 2)− [E(Y )]2 = 1
2 − 1

4 = 1
4

E(XY ) = 1 · P (XY = 1) + 0 · P (XY = 0) = 1 · P (X = 1)P (Y = 1) =
= 1

4 · 1
2 = 1

8

ρ(X,Y ) = E(XY )−E(X)E(Y )√
D2(X)D2(Y )

=
1
8
− 1

4
· 1
2q

3
16
· 1
4

= 0

40. Persoanele A şi B joacă ı̂n următoarele condiţii : se aruncă 2 zaruri şi
când suma punctelor obţinute e mai mică decât 10, atunci B plăteşte
lui A suma de 5 dolari. In caz contrar, A plăteşte lui B o sumă fixă
a. Să se determine această sumă astfel ı̂ncât jocul să fie echitabil.
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Soluţie. Fie X v. a. ce reprezintă suma punctelor obţinute prin arun-
carea celor 2 zaruri. X poate lua valorile 2, 3, . . . 12.

Stim P (X < 10) + P (X ≥ 10) = 1.

Avem P (X < 10) =
9∑

k=2

P (X = k) =
1
36

+
2
36

+
3
36

+
4
36

+
5
36

+
6
36

+

+ 5
36 + 4

36 = 5
6 =⇒ P (X ≥ 10) = 1− 5

6 = 1
6 .

Deci A câştigă 5 dolari cu probabilitatea 5
6 şi pierde a dolari cu proba-

bilitatea 1
6 . Pentru ca jocul să fie echitabil trebuie să avem 5

6 ·5+ 1
6 ·a =

= 0 =⇒ a = −25.

41. Jucătorul A plăteşte 1 dolar pentru fiecare participare la jocul următor:
sunt aruncate 3 zaruri; dacă apare o singură dată faţa 1, atunci el
primeşte 1 dolar; dacă apare de două ori primeşte 2 dolari; dacă apare
pe toate zarurile primeşte 8 dolari; ı̂n alte cazuri nu primeşte nimic.

a) Jocul este corect? (adică valoarea medie a câştigului e nulă ?)

b) Dacă jocul nu este corect, cât ar trebui să primească jucătorul atunci
când apare 1 pe toate zarurile, pentru ca jocul să devină corect?

Soluţie. a) Fie X câştigul total; este o v. a. ce ia valorile −1, 0, 1, 7.
Atunci P (X = −1) =

(
5
6

)3 = 125
216 , P (X = 0) = C1

3 · 1
6 ·

(
5
6

)2 = 75
216 ,

P (X = 1) = C2
3 ·

(
1
6

)2 · (5
6

)
= 15

216 , P (X = 7) =
(

1
6

)3 = 1
216 .

Deci E(X) = −103
216 , ceea ce ı̂nseamnă că jocul nu este corect.

b) Dacă a este câştigul când apare 1 de 3 ori, atunci E(X) = a−111
216 ,

astfel că valoarea cerută este a = 111.

42. Un jucător are 15 dolari. Se aruncă o monedă până când apare banul
pentru prima dată ; ı̂n acest caz jucătorul primeşte 1 dolar şi părăseşte
jocul. Dacă la prima aruncare apare stema, atunci el pierde 1 dolar
şi continuă jocul; dacă şi la a doua aruncare apare stema el pierde
2 dolari şi continuă ; dacă la a treia aruncare apare stema, atunci el
pierde 4 dolari şi continuă ; dacă şi la cea de-a patra aruncare apare
stema jucătorul pierde ultimii 8 dolari. Să se determine valoarea medie
a câştigului.

Soluţie. Fie pn probabilitatea de a apărea pentru prima dată banul la
cea de-a n-a aruncare, iar X câştigul jucătorului. V. a. ia valorile -15 şi
1 cu probabilităţile P (X = −15) = P (stema apare la 4 aruncări)= 1

16 ,
P (X = 1) = p1 + p2 + p3 + p4 = 1

2 + 1
4 + 1

8 + 1
16 = 15

16 .

Rezultă E(X) = 0, deci, ı̂n medie, jucătorul ı̂şi păstrează capitalul.
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43. Se dă ecuaţia ax + by + c = 0 ı̂n care coeficienţii a, b, c se determină
prin aruncarea unui zar. Să se determine probabilitatea ca dreapta
astfel obţinută să treacă prin punctul de coordonate (−1, 1).

Soluţie. Experimentului de determinare a unui coeficient ı̂i ataşăm v.
a. X care ia valoarea numărului de puncte apărut :(

1 2 3 4 5 6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

)

Fie X1, X2, X3 v. a. corespunzătoare determinării coeficienţilor a, b, c.
Aceste v. a. sunt independente.

Dreapta trece prin punctul de coordonate (−1, 1) când −X1 + X2+
+X3 = 0. Deci trebuie să se determine P (−X1 + X2 + X3 = 0) =

= P (X1 = X2 + X3) =
6∑

k=2

P (X2 + X3 = k ∧X1 = k) =

=
6∑

k=2

P (X2 + X3 = k)P (X1 = k) =
1
6

6∑

k=2

P (X2 + X3 = k) =

= 1
6

(
1
36 + 2

36 + 3
36 + 4

36 + 5
36

)
= 5

72

44. Se consideră numărul complex a + ib, unde a şi b sunt determinţi prin
aruncarea unui zar. Se cere probabilitatea ca numărul complex astfel
obţinut să se găsească pe cercul x2 + y2 = 17.

Soluţie. Asociem v. a. independente X şi Y celor două experienţe de
determinare a numerelor a şi b. Numărul complex z = a+bi se găseşte
pe cercul de ecuaţie x2+y2 = r2 dacă |z|2 = r2, deci când a2+b2 = r2.

Fiecare din v. a. X şi Y are repartiţia
(

1 2 3 4 5 6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

)
.

P (X2 + Y 2 = 17) =
∑

k

P (X2 = k)P (Y 2 = 17− k) =

= P (X2 = 1)P (Y 2 = 16) + P (X2 = 16)P (Y 2 = 1) = 2
36

45. Fiecare coeficient al ecuaţiei a cosx−b = 0 se determină prin aruncarea
unui zar. Care este probabilitatea ca ecuaţia dată să fie compatibilă ?

Soluţie. Cei doi coeficienţi ai ecuaţiei sunt v. a. independente. Fie
acestea X şi Y , cu valori strict pozitive, având aceeaşi repartiţie.

Pentru ca ecuaţia dată să fie compatibilă trebuie ca b
a ≤ 1, deoarece

b
a > 0 şi cosx ia valori ı̂n intervalul [−1, 1]

P ( Y
X ≤ 1) = P (Y ≤ X) =

6∑

k=1

P (X = k)P (Y ≤ k) =
1
6

6∑

k=1

(Y ≤ k) =

= 1
6(1

6 + 2
6 + 3

6 + 3
6 + 4

6 + 5
6 + 6

6) = 7
12



2.2. PROBLEME REZOLVATE 61

46. Presupunem că variabila aleatoare X are repartiţia X :
(

5 10
1
3

2
3

)
.

Făcând transformarea de variabilă Y = 2X, să se afle funcţia de
repartiţie FY (y) a lui Y .

Soluţie. Scriem funcţia de repartiţie a lui X:

FX(x) =





0, x ≤ 5
1
3 , 5 < x ≤ 10
1, x > 10

Avem FY (y) = P (Y < y) = P (2X < y) = P (X < y
2 ) = FX

(y
2

)

Aşadar,

FY (y) =





0, y
2 ≤ 5

1
3 , 5 < y

2 ≤ 10
1, y

2 > 10

=⇒

FY (y) =





0, y ≤ 10
1
3 , 10 < y ≤ 20
1, y > 20

47. Să se determine a ∈ IR astfel ı̂ncât X ∼
(

k
a
3k

)
, k ∈ IN să fie o v. a..

Să se calculeze E(X), D2(X).

Soluţie.
∑

k∈IN

a

3k
= 1 =⇒

∑

k∈IN

1
3k

=
1
a

=⇒ 1
1− 1

3

=
1
a

=⇒ a =
2
3

E(X) =
∑

k∈IN

k · 2
3
· 1
3k

=
2
3

∑

k∈IN

k

3k

Avem de calculat f1(1), unde f1(x) =
∑

k∈IN

kx

3k

Pornim de la calculul sumei f(x) =
∑

k∈IN

xk

3k
=

∑

k∈IN

(x

3

)k
=

1
1− x

3

=⇒

=⇒ f ′(x) =
∑

k∈IN

kxk−1

3k
=

3
(3− x)2

=⇒ f ′(1) =
∑

k∈IN

k

3k
=

3
4

= f1(1)

Deci E(X) = 2
3 · 3

4 = 1
2

E(X2) =
∑

k∈IN

k2 · 2
3
· 1
3k

=
2
3

∑

k∈IN

k2

3k
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Pornim din nou de la f(x) =
∑

k∈IN

xk

3k
=

1
1− x

3

=⇒ f ′(x) =
∑

k∈IN

kxk−1

3k
=

= 3
(3−x)2

=⇒ xf ′(x) =
∑

k∈IN

kxk

3k
=

3x

(3− x)2
=⇒ [xf ′(x)]′ =

∑

k∈IN

k2xk−1

3k
=

=
(

3x
(3−x)2

)′
= 3

(3−x)2
=⇒

∑

k∈IN

k2

3k
=

3
22

=
3
4

=⇒ E(X2) =
2
3
· 3
4

=
1
2

D2(X) = E(X2)− (E(X))2 = 1
2 − 1

4 = 1
4

48. Se dă variabila aleatoare X cu următoarea funcţie de repartiţie:

FX(x) =





0, x < 0
x
4 , 0 ≤ x < 1
x2

4 , 1 ≤ x < 2
1, x ≥ 2

Se cer:

a) P (1 ≤ X < 2), P (1 ≤ X < 2/1 ≤ X < 3);

b) densitatea de repartiţie fX(x);

c) dispersia D2(X).

Soluţie. a) P (1 ≤ X < 2) = F (2)− F (1) = 1− 1
4 = 3

4

P (1 ≤ X < 2/1 ≤ X < 3) = P (1≤X<2)
P (1≤X<3) =

3
4

F (3)−F (1) =
3
4
3
4

= 1

b)

fX(x) = F ′
X(x) =





0, x < 0
1
4 , 0 ≤ x < 1
x
2 , 1 ≤ x < 2
0, x ≥ 2

c) D2(X) = E(X2)− E2(X)

E(X) =
∫∞
−∞ xfX(x)dx =

∫ 1
0

x
4dx +

∫ 2
1

x2

2 dx = 31
24

E(X2) =
∫∞
−∞ x2fX(x)dx =

∫ 1
0

x2

4 dx +
∫ 2
1

x3

2 dx = 47
24

D2(X) = 47
24 − 31

24 = 2
3

49. Se dă funcţia

f(x) =
{

e−a2x, x ≥ 0
0, x < 0

Să se determine constanta ”a” astfel ı̂ncât funcţia să fie o densitate de
repartiţie.
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Soluţie.
∫∞
−∞ f(x)dx = 1 =⇒ 1 =

∫∞
0 e−a2xdx = − e−a2x

a2 /∞0 = 1
a2 =⇒

=⇒ a = ±1

50. Se dă funcţia f(x) = k
ex+e−x .Se cer:

a) să se determine constanta ”k” astfel ı̂ncât f(x) să fie o densitate de
repartiţie a unei variabile aleatoare X ;

b) probabilitatea ca ı̂n două observaţii independente X să ia o valoare
mai mică decât 1 şi alta mai mare sau cel mult egală cu 1.

Soluţie. a) Verificăm
∫∞
−∞ f(x)dx = 1

1 =
∫∞
−∞

k
ex+e−x dx = k

∫∞
−∞

ex

1+(ex)2
dx = karctg ex/∞0 = k π

2 =⇒ k =
= 2

π =⇒ f(x) = 2
π(ex+e−x)

b) Cum observaţiile făcute asupra v. a. X sunt independente =⇒
P (X1 < 1, X2 ≥ 1) = P (X1 < 1)P (X2 ≥ 1) = F (1)(1− F (1)) =
=

∫ 1
−∞ f(x)dx

(
1− ∫ 1

−∞ f(x)dx
)

= 2
π

∫ 1
−∞

1
ex+e−x dx·

·
(
1− 2

π ·
∫ 1
−∞

1
ex+e−x dx

)
= 2

πarctg e(1− 2
πarctg e)

51. Să presupunem că durata ı̂n minute a unei convorbiri telefonice la
distanţă mare este dată de următoarea funcţie de repartiţie:

F (x) =

{
0, x < 0
1− 1

2 · e−
x
3 − 1

2 · e−[x
3 ], x ≥ 0

Se cere să se determine probabilitatea ca o convorbire :

a) să dureze 6 minute sau mai mult de 6 minute;

b) să fie mai mică de 4 minute;

c) să fie egală cu 3 minute;

d) să fie mai mică decât 9 minute dat fiind faptul că a fost mai mare
de 5 minute;

e) să fie mai mare de 5 minute, dacă a fost mai mică de 9 minute.

Soluţie. a) P (X ≥ 6) = 1− F (6) = 1
2e−2 + 1

2e−[2] = 0, 135

b) P (X < 4) = F (4) = 1− 1
2e−

4
3 − 1

2e−1 = 0, 684

c) P (X = 3) = F (3 + 0)− F (3− 0), unde F (3 + 0) = lim
x→ 3,x>3

F (x),

F (3− 0) = lim
x→ 3,x<3

F (x) =⇒ P (X = 3) =
(
1− 1

2e−1 − 1
2e−1

)−
−

(
1− 1

2e−1 − 1
2e−[ 2

3 ]
)

= 1
2(1− e−1) = 0, 316

d) P (X < 9/X > 5) = P (5<X<9)
P (X>5) = F (9)−F (5)

1−F (5)

e) P (X > 5/X < 9) = P (5<X<9)
P (X<9) = F (9)−F (5)

F (9)
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52. Se dă densitatea de repartiţie

f(x) =
{

1− |1− x|, 0 < x < 2
0, ı̂n rest

Să se calculeze media şi dispersia.

Soluţie. Explicităm modulul şi scriem

f(x) =





x, 0 < x < 1
2− x, 1 < x < 2
0, ı̂n rest

E(X) =
∫ 1
0 x2dx +

∫ 2
1 x(2− x)dx = 1

E(X2) =
∫ 1
0 x3dx +

∫ 2
1 x2(2− x)dx = 7

6

D2(X) = E(X2)− (E(X))2 = 1
6

53. Cunoscând funcţia de repartiţie a depărtării stelelor de la steaua cea
mai apropiată este F (r) = 1 − e−

4
3
πλr3

şi numărul mediu de stele ı̂n
cubul parsec din vecinătatea soarelui λ = 0, 00163, să se afle valoarea
medie şi dispersia variabilelor r.

Soluţie. Densitatea de repartiţie este f(r) = F ′(r) = 4πλr2e−
4
3
πλr3

E(r) =
∫∞
0 rf(r)dr =

∫∞
0 4πλr3e−

4
3
πλr3

dr = 3

√
3

4πλ

∫∞
0 x

1
3 e−xdx =

= 3

√
3

4πλΓ
(
1 + 1

3

)
= 1

3Γ
(

1
3

)
3

√
3

4πλ =
Γ( 1

3)
3√

36πλ
' 3 (am făcut schimbarea

de variabilă x = 4πλr3)

E(r2) =
∫∞
0 4πλr4e−

4
3
πλr3

dr = 3

√
9

16π2λ2

∫∞
0 x

2
3 e−xdx =

= 3

√
9

16π2λ2 Γ
(
1 + 1

3

)
=

Γ( 2
3)

3√
6π2λ2

D2(r) = E(r2)− (E(r))2 =
Γ( 2

3)
3√

6π2λ2
−

(
Γ( 1

3)
3√

36πλ

)2

=
6Γ( 2

3)−[Γ( 2
3)]

2

6
3√

6π2λ2

54. Se dă funcţia f(x) = ke−
x2

2 xn−1, 0 ≤ x ≤ ∞. Se cer:

a) Să se determine constanta k astfel ı̂ncât f(x) să fie o densitate de
repartiţie;

b) Să se arate că E(X) =
√

2
Γ(n+1

2 )
Γ(n

2 ) şi E(X2) = n.

Soluţie. a) 1 = k
∫∞
0 e−

x2

2 xn−1dx
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Făcând schimbarea de variabilă u = x2

2 , obţinem
1 = 2

n
2
−1k

∫∞
0 u

n−2
2 e−udu = k · 2n

2
−1Γ

(
n
2

)
=⇒ k = 1

2
n
2−1Γ(n

2 )

b) E(X) = 1

2
n
2−1Γ(n

2 )
∫∞
0 xne−

x2

2 dx = 2
n
2−

1
2

2
n
2−1Γ(n

2 )
∫∞
0 e−uu

n
2
− 1

2 du =
√

2
Γ(n+1

2 )
Γ(n

2 )

E(X2) = 1

2
n
2−1Γ(n

2 )
∫∞
0 xn+1e−

x2

2 dx = 2
n
2

2
n
2−1Γ(n

2 )
∫∞
0 e−uu

n
2 du =

= 2
Γ(n

2 )Γ
(

n
2 + 1

)
= 2

Γ(n
2 ) ·

n
2 · Γ

(
n
2

)
= n

55. Densitatea de repartiţie a v. a. X este dată de funcţia

f(x) =

{
k(1 + a

2x)
4

a2−1e−
2x
a , − 2

a ≤ x < ∞
0, ı̂n rest

Să se determine constanta k şi primele două momente centrate ale
acestei v. a.

Soluţie.
∫∞
− 2

a
k(1 + a

2x)
4

a2−1e−
2x
a dx = 1

Efectuăm schimbarea de variabilă x = − 2
a + t.

Obţinem
∫∞
0

(
a
2 t

) 4
a2−1 e

4
a2 e−

2
a
tdt = eb2

bb2−1

∫∞
0 tb

2−1e−btdt = eb2

bb2−1
· Γ(b2)

bb2
,

unde b = 2
a .

Deci k = b2b2−1

eb2Γ(b2)
.

Aflăm momentele centrate de ordinul 1 şi 2.

E(X) = b2b2−1

eb2Γ(b2)

∫∞
−b x(1 + x

b )b2−1e−bxdx

Efectuăm substituţia 1 + x
b = t.

Obţinem E(X) = b2b2−1

eb2Γ(b2)

∫∞
0 b2(t− 1)tb

2−1e−b2(t−1)dt =

= b2b2+1

Γ(b2)

∫∞
0 (tb

2 − tb
2−1)e−b2tdt = b2b2+1

Γ(b2)

[
Γ(b2+1)

b2b2+2
− Γ(b2)

b2b2

]
= 0

E(X2) = b2b2−1

eb2Γ(b2)

∫∞
0 x2(1 + x

b )b2−1e−bxdx.

Cu aceeaşi schimbare de mai sus obţinem :

E(X2) = b2b2−1

eb2Γ(b2)

∫∞
0 b3(t− 1)2tb

2−1e−b2(t−1)dt =

= b2b2+2

Γ(b2)

[
Γ(b2+2)

b2b2+4
− 2Γ(b2+1)

b2b2+2
+ Γ(b2)

b2b2

]
= 1

56. Calculaţi P (X < 1, Y > 1), ştiind că X, Y sunt independente şi că
sunt repartizate cu densitatea f(x) = a

cosh x , a urmând a fi precizat.
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Soluţie. P (X < 1, Y > 1) = P (X < 1)P (Y > 1) = P (X < 1)(1−
−P (Y < 1)) (deoarece X şi Y sunt independente)
∫∞
−∞ f(x)dx = 1 =⇒ ∫∞

−∞
a

cosh xdx = 1 =⇒ ∫∞
−∞

a
ex+e−x

2

dx = 1 =⇒

=⇒ 2a
∫∞
−∞

dx
ex+e−x = 1 =⇒ ∫∞

0

1
t

t+ 1
t

dt = 1
2a =⇒ ∫∞

0
1

1+t2
dt = 1

2a =⇒
=⇒ arctg t/∞0 = 1

2a =⇒ a = 1
π

Determinăm funcţia de repartiţie :
FX(x) = FY (x) =

∫ x
−∞ f(t)dt =

∫ x
−∞

1
π · 1

cosh tdt = 2
πarctg ex

P (X < 1, Y > 1) = FX(1)(1− FY (1)) = 2
πarctg e(1− 2

πarctg e)

57. Fie X o variabilă aleatoare care urmeaza o repartiţie uniformă ı̂n inter-
valul [−1, 1]. Să se determine densitatea de repartiţie corespunzătoare
variabilei aleatoare Y = 2X2 + 1.

Soluţie. Densitatea de repartiţie a lui X este

fX(x) =
{

1
2 , x ∈ [−1, 1]
0, ı̂n rest

Funcţia de repartiţie a variabilei Y este

FY (y) = P (Y < y) = P

(
|X| <

√
y−1
2

)
= 2FX

(√
y−1
2

)
=⇒ fY (y) =

= F ′
Y (y) = 2F ′

X

(√
y−1
2

)
= 2

(√
y−1
2

)′
· fX

(√
y−1
2

)
=⇒

fY (y) =





2 · 1
2 · 1

2
q

y−1
2

· 1
2 ,

√
y−1
2 ∈ [−1, 1]

0, ı̂n rest

=





1
4 ·

(
y−1
2

)− 1
2
, −1 < y < 3

0, ı̂n rest

58. Să se determine densitatea de repartitiţie a variabilei aleatoare Y =
= eX , unde variabila aleatoare X urmează o repartiţie normală de
parametri m şi σ.

Soluţie. Densitatea de repartiţie a variabilei aleatoare X este fX(x) =

= 1
σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 .

Funcţia de repartiţie a lui Y este
FY (y) = P (Y < y) = P (eX < y) = P (X < ln y) = FX(ln y) =⇒
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=⇒ fY (y) = F ′
Y (y) = F ′

X(ln y) = fX(ln y) · (ln y)′ = 1
y · 1

σ
√

2π
e−

(ln y−m)2

2σ2

59. Fie X o variabilă aleatoare a cărei densitate de repartiţie este

fX(x) =
{

1
π , |x| < π

2
0, |x| > π

2

Să se găsească densitatea de repartiţie corespunzătoare variabilei Y =
= cosX.

Soluţie. In
(−π

2 , π
2

)
, funcţia y = cosx nu e monotonă .

FY (y) =
∫ − arccos y
−π

2
fX(x)dx +

∫ π
2

arccos y fX(x)dx

Densitatea de repartiţie a lui Y este

fY (y) = F ′
Y (y) = fX(− arccos y) · (− arccos y)′−

−fX(arccos y) · (arccos y)′ = fX(− arccos y) · 1√
1−y2

+ fX(arccos y)·
· 1√

1−y2
= 2

π · 1√
1−y2

60. Să presupunem că variabila aleatoare X urmează o lege normală de
parametrii 0 şi 1. Să se determine densitatea de repartiţie corespunzătoare
variabilei aleatoare Y = |X| 12 .

Soluţie. Densitatea de repartiţie a variabilei X este fX(x) = 1√
2π

e−
x2

2

Funcţia de repartiţie a lui Y este

FY (y) = P (Y < y) = P (|X| 12 < y) = P (|X| < y2) =
= P (−y2 < X < y2) = 2FX(y2) =⇒ fY (y) = 2F ′

X(y2) = 2fX(y2)·
·(y2)′ = 2 · 1√

2π
e−

y4

2 · 2y = 4y√
2π

e−
y4

2

61. Fie X şi Y v. a. independente distribuite Poisson cu parametrul λ şi
respectiv µ. Se cere:

a) să se arate că v. a. X + Y urmează o distribuţie Poisson de
parametru λ + µ;

b) să se arate că v. a. X − Y nu urmează o distribuţie Poisson.

Soluţie. a) Funcţia generatoare de momente a unei v. a. X ce urmează
o lege Poisson cu parametrul λ este

GX(t) =
∞∑

x=0

tx
e−λλx

x!
= e−λ

∞∑

x=0

(tλ)x

x!
= e−λetλ = eλ(t−1)

Pentru v. a. independente X şi Y , fiecare dintre ele dând naştere la
o distribuţie Poisson cu parametrii λ, respectiv µ avem
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GX+Y (t) = eλ(t−1)eµ(t−1) = e(λ+µ)(t−1), care este funcţia generatoare
de momente a unei v. a. ce dă naştere unei legi Poisson cu parametrul
λ + µ.

b) Avem GX−Y (t) = GX(t)GY (1
t ) = eλ(t−1)eµ( 1

t
−1), expresie ce nu

poate fi adusă la o formă care să reprezinte funcţia generatoare a unei
variabile Poisson.

62. Să se determine funcţia generatoare corespunzătoare variabilei X pen-
tru care se ştie:

a) P (X ≤ n);

b) P (X < n);

c) P (X ≥ n)

Soluţie. a) P (X ≤ n) + P (X > n) = 1 (1)

Notăm P (X > j) = qj . Obţinem o funcţie generatoare Q(s) =

=
∞∑

j=0

qjs
j . Dacă G(s) =

∞∑

j=0

pjs
j , unde pj = P (X = j), atunci Q(s) =

= 1−G(s)
1−s .

Inmulţim (1) cu sn şi sumăm =⇒
∞∑

n=0

P (X ≤ n)sn + Q(s) =
∞∑

n=0

sn

Cum |s| < 1 =⇒
∞∑

n=0

P (X ≤ n)sn =
1

1− s
− 1−G(s)

1− s
=

G(s)
1− s

b) Inmulţim relaţia P (X < n) + P (X = n) + P (X > n) = 1 cu sn şi

sumăm =⇒
∞∑

n=0

P (X < n)sn + G(s) + Q(s) =
∞∑

n=0

sn =⇒

=⇒
∞∑

n=0

P (X < n)sn =
1

1− s
−G(s)− 1−G(s)

1− s
=

s

1− s
·G(s)

c) Stim P (X ≥ n) + P (X < n) = 1. Analog obţinem
∞∑

n=0

P (X ≥ n)sn =
1− sG(s)

1− s

63. Fie X o variabilă aleatoare a cărei funcţie generatoare este G(s). Să
se determine funcţia generatoare corespunzătoare variabilei X + 1.

Soluţie. Funcţia generatoare a variabilei X este GX(s) =
∞∑

n=0

pnsn,

unde pn = P (X = n), n = 0, 1, . . .
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P (X + 1 = n) = P (X = n− 1) = pn−1 =⇒ GX+1(s) =
∞∑

n=1

pn−1s
n =

= s ·
∞∑

n=1

pn−1s
n−1 = sGX(s)

64. Fie (Xn)n un şir de variabile aleatoare independente care iau valorile
0, 1, 2, . . . a−1 cu probabilităţile 1

a . Fie Sn = X1+. . .+Xn. Se cere să se
calculeze funcţia generatoare a variabilei Sn şi funcţia corespunzătoare
probabilităţii P (Sn ≤ j).

Soluţie. Cum (Xn)n sunt variabile aleatoare independente =⇒ GSn(s) =
= [GXi(s)]

n

GXi(s) = 1
a

a−1∑

n=0

sn =
1− sa

a(1− s)
=⇒ GSn(s) =

[
1− sa

a(1− s)

]n

Inmulţim relaţia P (Sn ≤ j) + P (Sn > j) = 1 cu sn şi sumăm =⇒
=⇒

∞∑

j=0

P (Sn ≤ j)sj =
1

1− s
GSn(s)

65. Dintr-o urnă conţinând bile albe şi bile negre se fac extrageri succesive
de fiecare dată punându-se bila extrasă ı̂napoi ı̂n urnă . Se extrage
o bilă albă cu probabilitatea p, iar o bilă neagră cu probabilitatea
q = 1 − p. Fie X o variabilă aleatoare ce ia valoarea n dacă pentru
prima oară obţinem o bilă albă , urmată de una neagră ı̂n extragerile
de rang n− 1 şi n. Se cer:

a) funcţia generatoare a variabilei X;

b) valoarea medie şi dispersia variabilei X.

Soluţie. a) Succesiunea cea mai generală ce poate conduce la apariţia
unei bile albe, urmată de una neagră la extragerile n − 1 şi n este
X1 : NN . . .NA, X2 : AA . . . AN , unde A (resp. N)=apariţia unei
bile albe (resp. negre)

Se poate scrie X = X1 + X2, unde X1(X2)=variabila aleatoare egală
cu rangul extragerii ı̂n care s-a obţinut prima bilă albă (neagră ). Cum
X1 şi X2 sunt independente =⇒ GX(s) = GX1(s)GX2(s).

Deoarece P (X1 = k) = qk−1p, avem GX1(s) =
∞∑

k=1

qk−1psk =

= ps

∞∑

k=1

(qs)k−1 =
ps

1− qs
.
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Deoarece P (X2 = l) = pl−1q, avem GX2(s) =
∞∑

l=1

pl−1qsl =

= qs
∞∑

l=1

(qs)l−1 =
qs

1− ps
.

Aşadar, GX(s) = pqs2

(1−qs)(1−ps) .

b) Se ştie că E(X) = G′
X(1) şi D2(X) = G′′

X(1) + G′
X(1)− (G′

X(1))2.

Avem G′
X(s) = pqs(2−s)

(1−qs)2(1−ps)2
.

G′′
X(s) = 2pq(1+pqs2−3pqs3)

(1−qs)3(1−ps)3

Când s tinde către 1, G′′
X(s) tinde către 2(1−2pq)

p2q2 .

Deci, E(X) = G′
X(1) = 1

pq .

D2(X) = 1−3pq
p2q2

Se poate calcula direct P (X = n). Intr-adevăr, pentru a avea X = n,
trebuie să nu obţinem decât bile negre până la extragerea de rang k,
bile albe de la extragerea de rang k + 1 la extragerea de rang n − 1,
apoi o bilă neagră , unde k variază de la 0 la n− 2.

Avem P (X = n) =
n−2∑

k=0

qkpn−k−2pq = pqn−1
n−2∑

k=0

(
p

q

)k

=
pq(qn−1 − pn−1)

q − p

Calculând funcţia generatoare corespunzătoare variabilei X obţinem

GX(s) =
∞∑

n=2

pq(qn−1 − pn−1)
q − p

sn =
pqs

q − p

∞∑

n=2

[(qs)n − (ps)n] =

= pqs2

(1−qs)(1−ps)

66. Fie X1 şi X2 v. a. cu valori ı̂ntregi pozitive sau nule. Densitatea
perechii (X1, X2) fiind dată de pjk = P (X1 = j, X2 = k), funcţia
generatoare corespunzătoare se defineşte prin G(s1, s2) =

∑

j,k

pjks
j
1s

k
2.

Se cer:

a) să se determine funcţiile generatoare G1(s1) şi G2(s2) ale variabilelor
X1 şi X2;

b) să se determine funcţia generatoare G1,2(s) a variabilei X1 + X2;

să se arate că variabilele X1 şi X2 sunt independente dacă şi numai
dacă G(s1, s2) = G(s1)G(s2).

Soluţie. a) Fie pj = P (X1 = j). Deci pj =
∑

k

pjk şi G1(s1) =

=
∑

j

(
∑

k

pjk)s
j
1 =

∑

j,k

pjks
j
1 sau G1(s1) = G(s1, 1)



2.2. PROBLEME REZOLVATE 71

Analog G2(s2) = G(1, s2).

b) Fie cl = P (X1 + X2 = l) =
∑

j,k,j+k=l

pjk

Urmează că G1,2(s) =
∑

l

cls
l =

∑

l

(
∑

j,k,j+k=l

pjk)sl =
∑

j,k

pjks
jsk sau

G1,2(s) = G(s, s).

c) A spune că X1 şi X2 sunt independente este echivalent cu pjk = pjqk,
unde qk = P (X2 = k).

Deci G(s1, s2) =
∑

j,k

pjqks
j
1s

k
2 sau G(s1, s2) = (

∑

j

pjs
j
1)(

∑

k

qks
k
2) şi

G(s1, s2) = G(s1)G(s2).

67. Care din următoarele funcţii este funcţie caracteristică :

a) ϕ1(t) = sin t;

b) ϕ2(t) = cos2 t;

c)

ϕ3(t) =
{ −1, t < 0

1, t ≥ 0

Soluţie. a) ϕ1(0) = 0 6= 1, deci ϕ1(t) nu e funcţie caracteristică

b) ϕ2(t) = cos2 t =
(

eit+e−it

2

)2
= 1

4e2it + 1
4e−2it + 1

2

Deci, ϕ2(t) e funcţia caracteristică corespunzătoare variabilei

X ∼
(−2 0 2

1
4

1
2

1
4

)

c) ϕ3(t) nu e continuă , deci nu e funcţie caracteristică

68. Fie X o variabilă aleatoare ce ia valorile x = 0, 1, . . . cu probabilităţile
P (x) = e−2 · 2x

x! . Se cer:

a) funcţia caracteristică ;

b) valoarea medie şi dispersia.

Soluţie. a) ϕX(t) =
∞∑

x=0

eitxP (x) = e−2
∞∑

x=0

eitx · 2x

x!
= e−2

∞∑

x=0

(2eit)x

x!
=

= e−2 · e2eit = e2(eit−1)

b) Se ştie că E(X) = ϕ′(0)
i şi E(X2) = ϕ′′(0)

i2

Avem ϕ′(t) = 2eitie2(eit−1) =⇒ ϕ′(0) = 2i =⇒ E(X) = 2

ϕ′′(t) = 2i2eite2(eit−1)+4i2e2(eit−1) =⇒ ϕ′′(0) = 6i2 = −6 =⇒ E(X2) =
= 6 =⇒ D2(X) = E(X2)− (E(X))2 = 6− 4 = 2
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69. Se aruncă 2 zaruri. Să se scrie funcţia caracteristică a variabilei
aleatoare X care ne dă numărul de puncte obţinut pe cele 2 zaruri.

Soluţie. Fie X1= v. a. ce dă numărul de puncte obţinut pe primul
zar, X2=v. a. ce dă numărul de puncte obţinut pe al doilea zar

Atunci X = X1 + X2

Cum X1,X2 sunt independente =⇒ ϕX(t) = E(eitX) = E(eit(X1+X2)) =

= E(eitX1)E(eitX2) = ϕX1(t)ϕX2(t), unde ϕX1(t) = ϕX2(t) = 1
6

6∑

k=1

eitk

70. Se dau 2 urne A şi B care conţin bile albe ı̂n proporţii cunoscute. Din
urna A se scoate o bilă şi se pune ı̂n urna B. Din urna B efectuăm
apoi 3 extrageri succesive, punând de fiecare dată bila albă ı̂napoi ı̂n
urnă Să se calculeze funcţia caracteristică corespunzătoare numărului
de bile albe obţinut ı̂n aceste 4 extrageri.

Soluţie. Fie a=numărul de bile albe din urna A, b=numărul de bile
negre din urna B, α=numărul de bile albe din urna A, β=numărul de
bile negre din urna B.

Fie X v.a. ce dă numărul de bile albe obţinut ı̂n cele 4 extrageri; X
poate lua valorile 0, 1, . . . 4

P (X = 0) = b
a+b ·

(
β+1

α+β+1

)3

P (X = 1) = a
a+b ·

(
β

α+β+1

)3
+ b

a+b · C1
3 · α

α+β+1 ·
(

β+1
α+β+1

)2

P (X = 2) = a
a+b ·C1

3 · α+1
α+β+1 ·

(
β

α+β+1

)2
+ b

a+b ·C2
3 ·

(
α

α+β+1

)2
· β+1

α+β+1

P (X = 3) = a
a+b · C2

3

(
α+1

α+β+1

)2
· β

α+β+1 + b
a+b ·

(
α

α+β+1

)3

P (X = 4) = a
a+b ·

(
α+1

α+β+1

)3

ϕX(t) = E(eitX) = b
a+b ·

(
β+1

α+β+1

)3
+ [ a

a+b · C1
3 · α+1

α+β+1 ·
(

β
α+β+1

)2
+

+ b
a+b · C2

3 ·
(

α
α+β+1

)2
· β+1

α+β+1 ]eit + [ a
a+b · C1

3 · α+1
α+β+1 ·

(
β

α+β+1

)2
+

+ b
a+b ·C2

3 ·
(

α
α+β+1

)2
· β+1

α+β+1 ]e2it + [ a
a+b ·C2

3

(
α+1

α+β+1

)2
· β

α+β+1 + b
a+b ·

·
(

α
α+β+1

)3
]e3it + a

a+b ·
(

α+1
α+β+1

)3
e4it
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71. Să se calculeze funcţia caracteristică a variabilei aleatoare X care are
densitatea de repartiţie

fX(x) =

{
0, |x| > 2
1
2

(
1− |x|

2

)
, |x| ≤ 2

Soluţie. ϕX(t) =
∫∞
−∞ fX(x)eitxdx = 1

2

∫ 2
−2

(
1− |x|

2

)
eitxdx =

= 1
2

∫ 0
−2

(
1 + x

2

)
eitxdx + 1

2

∫ 2
0

(
1− x

2

)
eitxdx = 1

2

∫ 2
0

(
1− x

2

)
e−itxdx+

+1
2

∫ 2
0

(
1− x

2

)
eitxdx =

∫ 2
0

(
1− x

2

)· eitx+e−itx

2 dx =
∫ 2
0

(
1− x

2

)
cos txdx =

= sin tx
t /2

0 − 1
2

(
x · sin tx

t /2
0 −

∫ 2
0

sin tx
t dx

)
= sin 2t

t −
−1

2

(
2 sin 2t

t − 1
t ·

(− cos tx
t

)
/2
0

)
= − 1

2t2
(cos 2t− 1) = sin2 t

t2

72. Să se afle densitatea de repartiţie corespunzătoare funcţiei caracteris-
tice ϕ(t) = e−|t|.

Soluţie. Aplicăm formula de inversiune a funcţiei caracteristice scrisă
cu ajutorul densităţii:

f(x) = 1
2π

∫∞
−∞ e−|t|e−itxdt = 1

2π

[∫ 0
−∞ ete−itxdt +

∫∞
0 e−te−itxdt

]
=

= 1
2π

∫∞
0 e−t(e−itx + eitx)dt = 1

π

∫∞
0 e−t cos txdt = 1

π (−e−t cos tx)/∞0 −
−x

π

∫∞
0 e−t sin txdt = 1

π +
(

x
π e−t sin tx

)
/∞0 − x2

π

∫∞
0 e−t cos txdt = 1

π−
−x2f(x) =⇒ f(x) = 1

π(1+x2)

73. Fie X o v. a. repartizată normal N(0, 1). Se cer:

a) Să se determine funcţia caracteristică a v. a. X2

2 ;

b) Dacă X1 şi X2 sunt v. a. independent repartizate N(0, 1), să se
determine funcţia caracteristică a v. a. Y = X2

1−X2
2

2 .

Soluţie. a) ϕX2

2

(t) = E(eit X2

2 ) = 1√
2π

∫∞
−∞ e−

x2

2
(1−it)dx =

= 1√
2π

∫∞
−∞ e

−
�

x
√

(1−it)√
2

�2

dx = 1√
2π
·

√
2√

1−it

∫∞
−∞ e−y2

dy = 1√
π
· 1√

1−it
·

·√π = 1√
1−it

b) ϕ−X2

2

(t) = ϕX2

2

(t) = (1 + it)−
1
2

Cum X1 şi X2 sunt independente =⇒ ϕY (t) = ϕX2
1

2

(t) · ϕ
−X2

2
2

(t) =

= (1− it)−
1
2 (1 + it)−

1
2 = (1 + t2)−

1
2

74. Fie X şi Y v. a. independente care urmează o aceeaşi repartiţie. Să
presupunem că dispersiile sunt finite. Să se arate că dacă X + Y şi
X−Y sunt v. a. independente, atunci X şi Y sunt normal distribuite.
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Soluţie. Fără a restrânge generalitatea, vom presupune că E(X) =
= E(Y ) = 0, D2(X) = D2(Y ) = 1.

Cum X şi Y sunt independente, dacă notăm cu ϕ(t) funcţia carac-
teristică , atunci X + Y are funcţia caracteristică ϕ2(t), iar X − Y ,
ϕ(t)ϕ(−t).

Dacă X + Y şi X − Y sunt v. a. independente, funcţia caracteristică
a variabilei X + Y + X − Y = 2X este ϕ(2t) = ϕ2(t)ϕ(t)ϕ(−t) =
= ϕ3(t)ϕ(−t) = ϕ3(t)ϕ(t) (1)

Se vede că ϕ(t) 6= 0. Intr-adevăr, dacă ϕ(t) = 0, pentru o valoare
oarecare a lui t, atunci dacă ı̂n loc de t punem t

2 avem ϕ
(

t
2

)
= 0, deci

ϕ
(

t
2n

)
= 0, n = 0, 1, 2, . . .

Cum ϕ(t) este o funcţie continuă obţinem că ϕ(0) = 0, ceea ce ne duce
la contradicţie deoarece ϕ(0) = 1.

Introducem notaţia ψ(t) = lg ϕ(t). Din (1) rezultă că ψ(2t) = 3ψ(t)+
+ψ(−t) (2)

In (2) luăm −t ı̂n loc de t: ψ(−2t) = 3ψ(−t) + ψ(t) (3)

Din relaţiile (2) şi (3), notând ψ(t)− ψ(−t) = δ(t) obţinem δ(2t) =
= 2δ(t) (4)

Am presupus că E(X) = 0, D2(X) = 1, deci ϕ(t) este diferenţiabilă
de două ori ı̂n punctul t = 0, ϕ′(0) = 0, ϕ′′(0) = −1, deoarece E(X) =
= ϕ′(0)

i , D2(X) = E(X2) = ϕ′′(0)
i2

Rezultă că şi funcţia ψ(t), deci şi δ(t) este diferenţiabilă ı̂n t = 0.
Avem ψ′(0) = 0, ψ′′(0) = −1, deci δ′(0) = 0 şi ı̂n plus δ(0) = 0.

In (4), dacă punem t
2 ı̂n loc de t, avem δ(t) = 2δ

(
t
2

)
şi, ı̂n general,

δ(t) = 2nδ
(

t
2n

)
, deci δ(t)

t =
δ( t

2n )
t

2n
, n = 0, 1, . . .

Dacă n −→∞ obţinem δ(t)
t ≡ 0, deci δ(t) ≡ 0

De aici rezultă că ψ(t) = ψ(−t). Aşadar, ψ(t) este o funcţie pară .

Tinem seama de (1) şi obţinem ψ(2t) = 4ψ(t) sau ψ(t) = 4ψ
(

t
2

)
.

Rezultă că ψ(t) = 4nψ
(

t
2n

)
şi de aici ψ(t)

t2
=

ψ( t
2n )

( t
2n )2 .

Tinând seama de dezvoltarea ı̂n serie ψ(h) = ψ(0)+hψ′(0)+ h2

2 ψ′′(0)+

O(h2) se vede că ψ(h) = h2ψ′′(0)
2 +O(h2), unde lim

h→∞
O(h2)

h2
= 0

Deci, dacă n −→ ∞ obţinem ψ(t)
t2

= ψ′′(0)
2 = −1

2 de unde rezultă că

ϕ(t) = e−
t2

2 , deci X şi Y sunt normal distribuite.
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75. Fie X1, . . . Xn v. a. independente, pozitive urmând aceeaşi repartiţie
definită de densitatea λe−λx. Se cere să se determine repartiţia vari-

abilei Y =
n∑

k=1

Xk.

Soluţie. Calculăm funcţia caracteristică corespunzătoare variabilei Xk.

ϕXk
(t) =

∫∞
0 λe−λxeitxdx = λ

∫∞
0 e−x(λ−it)dx = λ

λ−it

Deoarece Xk sunt independente avem ϕY (t) = λn

(λ−it)n .

Formula e inversiune a lui Fourier ne dă fY (x) = λn

2π

∫∞
−∞

e−itx

(λ−it)n dt.

Această integrală se rezolvă cu ajutorul reziduurilor folosind funcţia
g(z) = e−itz

(λ−it)n şi conturul, un semicerc de rază R, ce conţine ı̂n interior
punctul −iλ.

Avem
∫ R
−R g(z)dz +

∫
ΓR

g(z)dz = 2πiRez(g,−iλ).

Deoarece zg(z) −→ 0, când |z| −→ ∞ rezultă
∫
ΓR

g(z)dz −→ 0, când
R −→∞.

Deci
∫∞
−∞

e−itx

(λ−it)n dt = −2πiRez(g,−iλ).

Pentru a calcula reziduul funcţiei g ı̂n −iλ punem z = −iλ + α, g(z)
devine e−ix(−iλ+α)

(−iα)n = e−λx

(−iα)n [1− ixα + . . . + (−1)n−1 xn−1(iα)n−1

(n−1)! + . . .].

In această dezvoltare termenul lui 1
α este 1

α · xn−1e−λx

−i(n−1)! , de unde
λn

2π

∫∞
−∞

e−itx

(λ−it)n dt = −λn

2π 2πi · xn−1e−λx

−i(n−1)! = λn

(n−1)!e
−λxxn−1.

Pentru x < 0 se foloseşte conturul simetric ı̂n raport cu axa reală .
Funcţia considerată fiind olomorfă ı̂n domeniul considerat, integrala
este nulă . Deci, densitatea de repartiţie a v. a. Y este

fY (x) =

{
0, x < 0

λn

(n−1)!e
−λxxn−1, x > 0

76. Se ştie că dacă X şi Y sunt v. a. independente, atunci ϕX+Y (t) =
= ϕX(t)ϕY (t). Să se arate că proprietatea inversă nu are loc ı̂ntotdeauna.

Soluţie. Fie vectorul aleator (X, Y ) care are densitatea de repartiţie
dată de expresia

f(x, y) =
{

1
4 [1 + xy(x2 − y2)], |x| ≤ 1, |y| ≤ 1
0, ı̂n rest

Vom arăta că v. a. X şi Y sunt dependente.



76 CAPITOLUL 2. VARIABILE ALEATOARE

fX(x) = 1
4

∫ 1
−1[1 + xy(x2 − y2)]dy = 1

2

fY (y) = 1
4

∫ 1
−1[1 + xy(x2 − y2)]dy = 1

2

Aşadar, fX(x)fY (y) = 1
4 6= f(x, y), deci v. a. X şi Y sunt dependente

Să găsim acum densitatea de repartiţie a v. a. Z = X + Y

Avem fZ(z) =
∫∞
−∞ f(x, z − x)dx

Cum f(x, y) 6= 0 pe domeniul |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, f(x, z − x) 6= 0 pe
domeniul |x| ≤ 1, |z − x| ≤ 1.

Dacă z ≤ 0, atunci z − 1 ≤ −1, iar z + 1 ≤ 1

Aşadar,
fZ(z) =

∫ z+1
−1 f(x, z − x)dx = 1

4

∫ z+1
−1 (1− xz3 + 3z2x2 − 2zx3)dx =

= 1
4(2 + z), dacă −2 ≤ z ≤ 0

Dacă z ≥ 0, atunci z − 1 ≥ −1, z + 1 ≥ 1, deci
fZ(z) =

∫ 1
z−1 f(x, z − x)dx = 1

4

∫ 1
z−1(1− xz3 + 3z2x2 − 2zx3)dx =

= 1
4(2− z), dacă 0 ≤ z ≤ 2

Calculăm acum funcţiile caracteristice ale v. a. X,Y şi Z.

Avem ϕX(t) = 1
2

∫ 1
−1 eitxdx = eit−e−it

2it = sin t
t .

Analog ϕY (t) = sin t
t .

ϕZ(t) = 1
4

∫ 0
−2(2 + z)eitzdz + 1

4

∫ 2
0 (2− z)eitzdz = 1

4 · 2−e2it−e−2it

t2
=

= 1
2t2

(
1− e2it−e−2it

2

)
= 1

2t2
(1− cos 2t) =

(
sin t

t

)2

Prin urmare, ϕZ(t) = ϕX(t)ϕY (t).

77. Fie X şi Y v. a. independente care urmează o lege Poisson de
parametru λ1, respectiv λ2. Să se arate că distribuţia lui X condiţionată
de X + Y este o distribuţie binomială şi anume

P (X = k/X + Y = n) = b(k; n;
λ1

λ1 + λ2
).

Soluţie. Deoarece X şi Y sunt v. a. independente avem ϕX+Y (t) =
= ϕX(t)ϕY (t) = e(λ1+λ2)(eit−1) ceea ce arată că variabila X + Y
urmează o lege Poisson de parametru λ1 + λ2, deci P (X + Y = n) =
= (λ1+λ2)n

n! e−(λ1+λ2)

Prin definiţie P (X = k/X + Y = n) = P (X=k)P (Y =n−k)
P (X+Y =n) =

=
λk
1

k!
e−λ1

λn−k
2

(n−k)!
e−λ2

(λ1+λ2)n

n!
e−(λ1+λ2)

= n!
k!(n−k)!

(
λ1

λ1+λ2

)k (
λ2

λ1+λ2

)n−k
, de unde

P (X = k/X + Y = n) = n!
k!(n−k)!

(
λ1

λ1+λ2

)k (
1− λ1

λ1+λ2

)n−k
sau

P (X = k/X + Y = n) = b(k;n; λ1
λ1+λ2

)
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2.3 Probleme propuse

1. Intr-un număr de 1000 lozuri , 10 sunt câştigătoare. Se cumpără 20
lozuri. Care e probabilitatea de a avea :

a) 2 lozuri câştigătoare;

b) 4 lozuri câştigătoare.

R: a) C2
10C18

990

C20
1000

b) C4
10C16

990

C20
1000

2. Intr-o cutie de chibrituri conţinând 41 beţe, 3 sunt fără gămălie. Scoţând
16 beţe la ı̂ntâmplare, să se determine probabilitatea ca printre acestea
să se găsească cele 3 beţe defecte.

R: C13
38C3

3

C16
41

3. Intr-o urnă sunt 25 bile, dintre care 14 albe şi restul negre. Se extrag
dintr-o dată 2 bile. Să se calculeze probabilitatea ca ele să fie de culori
diferite.

R: C1
14C1

11

C2
25

4. Producţia zilnică a unei fabrici este de 550 piese. In medie merg la
rebut 3 0/0 din piesele fabricate. Din producţia de 2 zile se trimit 1000
de piese ı̂ntreprinderii A. Să se calculeze probabilitatea ca 980 dintre
aceste piese să fie bune.

R: C980
1067C20

33

C1000
1100

5. Din 20 de unităţi agricole, 15 şi-au realizat planul la ı̂nsămânţări. Sunt
alese la ı̂ntâmplare 10 unităţi agricole şi se cere probabilitatea ca:

a)dintre acestea 6 să-şi fi realizat planul;

b) cel mult 4 unităţi agricole să nu-şi fi realizat planul;

c) toate cele 10 unităţi analizate să aibă planul ı̂ndeplinit.

R: a) C6
15C4

5

C10
20

b)
4∑

k=0

Ck
5 C10−k

15

C10
20

c) C10
15

C10
20

6. Avem 52 obiecte dintre care 4 poartă un semn distinctiv. Impărţindu-
se aceste 52 obiecte ı̂n 4 grupe egale, care e probabilitatea ca ı̂n fiecare
grupă să se găsească un obiect cu semnul distinctiv?

R: C12
48C1

4

C13
52

· C12
36C1

3

C13
39

· C12
24C1

2

C13
26
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7. Se aruncă 7 monede. Care e probabilitatea ca să apară de 5 ori stema
şi de 2 ori faţa?

R: C5
7 ·

(
1
2

)2 · (1
2

)5

8. La controlul de calitate este controlat un lot de piese. Probabilitatea
ca luând la ı̂ntâmplare o piesă din lot să fie defectă este 0,005. Sunt
controlate 100 piese din lot, care sunt luate pe rând şi puse fiecare
ı̂napoi ı̂n lot după ce a fost controlată . Se cere probabilitatea ca ı̂ntre
cele 100 piese controlate să avem cel mult 4 piese defecte.

R: P =
4∑

k=0

Ck
100(0, 005)k(0, 995)100−k

9. Doi adversari cu şanse egale joacă şah. Pentru unul din ei, ce este mai
probabil, să câştige:

a) 2 partide din 4 sau 6 partide din 8?

b) cel puţin 2 partide din 4 sau 6 partide din 8?

R: a) C2
4

(
1
2

)2 (
1
2

)2
> C6

8

(
1
2

)6 (
1
2

)2

b) C2
4

1
24 + C3

4
1
24 + C4

4
1
24 > C6

8
1
28 + C7

8
1
28 + C8

8
1
28

10. O societate comercială are 6 debitori. Probabilitatea ca la sfârşitul
unei luni un debitor să fie solvabil este 0,8. Să se determine probabil-
itatea ca:

a) toţi debitorii să fie solvabili;

b) nici un debitor să nu fie solvabil;

c) 4 debitori să fie solvabili;

d) cel puţin 2 debitori să fie solvabili;

e) 4 debitori să nu fie solvabili;

f) societatea să nu mai aibă debitori;

g) cel mult 2 debitori să nu fie solvabili.

R: a) (0, 8)6; b) (0, 2)6; c) C4
6 (0, 8)4(0, 2)2; d)

6∑

k=2

Ck
6 (0, 8)k(0, 2)6−k;

e) C2
6 (0, 8)2(0, 2)4; f) (0, 8)6; g)

6∑

k=4

Ck
6 (0, 8)k(0, 2)6−k

11. Fie urnele U1 cu 2 bile albe şi 3 negre, U2 cu 3 bile albe şi 2 negre şi
U3 cu 2 bile albe şi 2 negre. Să se determine probabilitatea ca făcând
câte o extragere din fiecare urnă , numai o singură bilă să fie albă .

R: Probabilitatea este coeficientul lui t din expresia
(

2
5 t + 3

5

)·(3
5 t + 2

5

) ·
· (1

2 t + 1
2

)
, adică p = 19

50
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12. O urnă conţine 5 bile albe şi 3 negre, o altă urnă 6 bile albe şi 2 negre
şi a treia, 7 bile albe şi una neagră . Se extrage câte o bilă din fiecare
urnă . Să se determine probabilitatea ca 2 bile să fie albe şi una neagră

R: Aplicăm schema lui Poisson şi găsim că probabilitatea căutată este
dată de coeficientul lui t2 din produsul

(
5
8 t + 3

8

) · (6
8 t + 2

8

) · (7
8 t + 1

8

)

13. In 3 loturi de produse 40/0, 30/0 şi respectiv 50/0 sunt defecte. Se
extrage la ı̂ntâmplare câte un produs din fiecare lot. Să se afle proba-
bilitatea ca:

a) un produs să fie defect;

b) un produs să fie corespunzător;

c) toate produsele extrase să fie corespunzătoare;

d) toate produsele extrase să fie defecte.

R: a) Folosim schema lui Poisson cu 3 urne. Probabilitatea este coefi-
cientul lui t din dezvoltarea p3(t) = (0, 04t+0, 96)(0, 03t+0, 97)(0, 08t+
+0, 92)

b) Probabilitatea este coeficientul lui t2 din dezvoltarea lui p3(t)

c) Probabilitatea este coeficientul lui t0 din dezvoltarea lui p3(t)

14. La un concurs de manageri se prezintă 3 candidaţi. Fiecare candidat
primeşte un plic care conţine 4 bilete, iar pe fiecare bilet este scrisă
o ı̂ntrebare de management ı̂n comerţ sau ı̂n turism. Plicul primu-
lui candidat conţine o ı̂ntrebare din comerţ , plicul celui de-al doilea
candidat conţine 2 ı̂ntrebări din comerţ , iar plicul celui de-al treilea
candidat conţine 3 ı̂ntrebări din comerţ . Fiecare candidat extrage la
ı̂ntâmplare un bilet din plicul ce i-a fost repartizat. Să se calculeze
probabilitatea ca:

a) toţi candidaţii să fie examinaţi din management ı̂n comerţ ;

b) un candidat este examinat din management ı̂n comerţ ;

c) nici un candidat nu este examinat din managementul ı̂n comerţ .

R: Folosim schema lui Poisson cu 3 urne.

a) coeficientul lui t3 din dezvoltarea (1
4 t + 3

4)(2
4 t + 2

4)(3
4 t + 1

4)

b) coeficientul lui t din dezvoltarea anterioară

c) coeficientul lui t0 din dezvoltarea anterioară

15. O unitate agricolă primeşte ı̂n cursul unei săptămâni 160 de camioane
cu grâu provenit de la 3 depozite A,B, C. Probabilitatea ca grâul să
provină de la depozitul A este 0,5, de la depozitul B este 0,3 şi de
la depozitul C este 0,2. Care este probabilitatea ca din cele 160 de
camioane 90 să fie de la depozitul A, 20 de la B şi restul de la C?

R: 160!
90!20!50!0, 5900, 3200, 250



80 CAPITOLUL 2. VARIABILE ALEATOARE

16. Să presupunem că un fenomen aleator X urmează o lege normală de
parametrii m = 2 şi σ = 2. Să se calculeze: a) P (0 ≤ X ≤ 3);
b) P (|X| ≤ 1); c) P (−1 ≤ X ≤ 1/0 ≤ X ≤ 3).

R: a) P (0 ≤ X ≤ 3) = Φ
(

1
2

)
+ Φ(1)− 1 = 0, 533

b) P (|X| ≤ 1) = Φ
(

3
2

)− Φ
(

1
2

)
= 0, 242

c) P (−1 ≤ X ≤ 1/0 ≤ X ≤ 3) = 0, 281

17. Fie X, Y variabile aleatoare independente, X, Y ∼ N(a, σ). Să se
calculeze coeficientul de corelaţie al variabilelor aleatoare U = αX+
+βY, V = αX − βY, α, β ∈ IR, α, β 6= 0.

R: ρ(U, V ) = α2−β2

α2+β2

18. Variabila aleatoare X are repartiţia X ∼
(−1 0 1

0, 2 0, 3 0, 5

)
. Să se

calculeze valorile medii E(X), E(2X), E(X + 1), E(2X + 1), E(X2),
E((X − 0, 3)2).

R: E(X) = 0, 3, E(2X) = 0, 6, E(X+1) = 1, 3, E(2X+1) = 1, 6, E(X2) =
= 0, 7, E((X − 0, 3)2) = 0, 61

19. Doi jucători de tenis joacă ı̂n 4 meciuri 12 seturi. Considerând că
probabilităţile celor 2 jucători de a câştiga un set sunt egale, să se
calculeze valoarea medie, dispersia şi abaterea medie pătratică a vari-
abilei aleatoare ce reprezintă numărul de seturi căştigate de unul dintre
jucători.

R: P (X = x) = Cx
12

(
1
2

)x (
1
2

)12−x
, x = 0, 12

E(X) = np = 6, D2(X) = npq = 3, σ =
√

D2(X) =
√

3

20. Dacă variabilele aleatoare X şi Y sunt legate prin relaţia Y = aX + b
cu a 6= 0, b constante, atunci

ρ(X, Y ) =
{

1, a > 0
−1, a < 0

21. Se consideră variabilele aleatoare X şi Y de densităţi

fX(x) =

{
1

a
√

1−x2
, |x| < 1

0, |x| ≥ 1

fY (x) =

{
0, x ≤ 0

bxe−
x2

2 , x > 0

Să se determine constantele a şi b astfel ı̂ncât funcţiile date să fie
densităţi de probabilitate.

R: a = π, b = 1
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22. Se dau funcţiile

a)f(x) =





Ax, 0 ≤ x < 5
A(10− x), 5 ≤ x < 10
0, ı̂n rest

b)f(x) =
{

Ae−
x
5 , x > 0

0, ı̂n rest

Pentru ce valori ale lui A funcţiile de mai sus sunt densităţi de repartiţie?

R: a)A = 1
25

b)A = 1
5

23. Fie X o variabilă aleatoare a cărei funcţie de repartiţie este

FX(x) =





0, x ≤ 0
x
4 , 0 < x ≤ 1
1
3 , 1 < x ≤ 2
x
6 , 2 < x ≤ 3
1
2 , 3 < x ≤ 4
x
8 , 4 < x ≤ 8
1, x > 8

Se cer:

a) densitatea de repartiţie;

b) P (2 < X ≤ 5);

c) P (2 < X ≤ 5/1 < X ≤ 6)

R: a)

fX(x) =





1
4 , 0 < x ≤ 1
1
6 , 2 < x ≤ 3
1
8 , 4 < x ≤ 8
0, ı̂n rest

b) P (2 < X ≤ 5) = 7
24

c) P (2 < X ≤ 5/1 < X ≤ 6) = 7
12

24. Se dă funcţia

f(x) =

{
a√

l2−x2
, −l < x < l

0, ı̂n rest

Se cer:

a) să se determine constanta a astfel ı̂ncât f să fie densitatea de
repartiţie a unei variabile aleatoare X;

b) funcţia de repartiţie;
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c) P (0 < X ≤ l)

R: a) a = 1
π b)

FX(x) =





0, x ≤ −l
1
π arcsin x

l + 1
2 , −l < x < l

1, x ≥ l

c) P (0 < X ≤ l) = 1
2

25. Fie X o v. a. repartizată exponenţial de parametru λ = 1
2 . Să se afle

P (1 < X < 3) şi E(Xn).

R: P (1 < X < 3) = e−
1
2 − e−

3
2

E(Xn) = n!
λn = 2nn!

26. Se dau densităţile de repartiţie

a)fX(x) =
{

2x, 0 < x < 1
0, ı̂n rest

b)fX(x) =
{ |x|, |x| < 1

0, ı̂n rest

Să se calculeze valoarea medie şi dispersia variabilei X.

R: a)E(X) = 2
3 , D2(X) = 1

18

b)E(X) = 0, D2(X) = 1
2

27. Se dau funcţiile de repartiţie

a)FX(x) =





0, x < 0
x2, 0 ≤ x ≤ 1
1, x > 1

b)FX(x) =





0, x < 0
x

1
2 , 0 ≤ x ≤ 1

1, x > 1

Să se calculeze valorile medii şi dispersiile corespunzătoare.

R: a)E(X) = 2
3 , D2(X) = 1

18

b)E(X) = 1
3 , D2(X) = 4

45

28. Fie X o variabilă aleatoare a cărei densitate de repartiţie este

fX(x) =
{

c ln
(

a
x

)
, 0 ≤ x < a

0, ı̂n rest

Să se determine constanta c şi să se calculeze valoarea medie, momentul
de ordinul doi şi dispersia variabilei X.

R: c = 1
a ,E(X) = a

4 , E2(X) = E(X2) = a2

9 , D2(X) = 7a2

144
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29. Se consideră v. a. X cu densitatea de repartiţie

fX(x) =
{

αx2e−kx, 0 ≤ x
0, ı̂n rest

a) Să se determine constanta α;

b) Să se afle funcţia de repartiţie;

c) Să se calculeze P (0 < X < 1
k ).

R: a) α = k3

2

b)

FX(x) =





0, x ≤ 0
1− k2x2+2kx+2

2 e−kx, 0 < x ≤ 1
1, x > 1

c) P (0 < X < 1
k ) = 1− 5

2e

30. Fie X o variabilă aleatoare ce urmează o repartiţie uniformă ı̂n inter-
valul [−1, 1]. Să se determine densitatea de repartiţie corespunzătoare
variabilei aleatoare:

a) Y = eX ;

b) Y = 2X + 1

R: a)

fY (y) =
{ 1

2y , 1
e < y < e

0, ı̂n rest

b)

fY (y) =
{

1
4 , −1 < y < 3
0, ı̂n rest

31. Să presupunem că variabila aleatoare X urmează o lege normală de
parametrii 0 şi 1. Să se determine densitatea de probabilitate core-
spunzătoare variabilei aleatoare Y = |X| 13 .

R: fY (y) = 6y2√
2π

e−
y6

2 , y > 0

32. Fie X o variabilă aleatoare a cărei funcţie generatoare este G(s). Să
se determine funcţia generatoare corespunzătoare variabilei 2X.

R: G2X(s) = GX(s2)

33. Fie X o variabilă aleatoare ce ia valorile x = 1, 2, . . . cu probabilităţile
P (x) = 2

3

(
1
3

)x−1. Se cer:

a) Funcţia caracteristică ;

b) valoarea medie şi dispersia.
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R: a) ϕ(t) = 2eit

3−eit

b) E(X) = 3
2 , D2(X) = 3

4

34. Se dă funcţia caracteristică ϕ(t) = 1
4(eit +1)2. Să se determine funcţia

de repartiţie corespunzătoare.

R:

F (x) =





0, x ≤ 0
1
4 , 0 < x ≤ 1
3
4 , 1 < x ≤ 2
1, x > 2

35. Se dă funcţia

f(x) =
{

e−x, x ≥ 0
0, x < 0

Se cer:

a) să se verifice că f este o densitate de repartiţie;

b) să se scrie funcţia caracteristică ;

c) valoarea medie şi dispersia.

R: b) ϕ(t) = 1
1−it

c) E(X) = 1, D2(X) = 1

36. Să se afle funcţia caracteristică a variabilei aleatoare X cu densitatea
de repartiţie

fX(x) =





0, x ≤ a− c
1
c2

(x− a + c), a− c < x < a
− 1

c2
(x− a− c), a ≤ x < a + c

0, x ≥ a + c

R: ϕX(t) = eita
(

sin tc
2

tc
2

)2

37. Să se afle funcţia caracteristică a variabilei aleatoare X care are funcţia
de repartiţie

FX(x) =
{

0, x < a

1− e−k2(x−a), x ≥ a

R: ϕX(t) = k2eita

k2−it



Capitolul 3

Vectori aleatori

3.1 Noţiuni teoretice

Definiţia 3.1. Funcţia de repartiţie a unui vector aleator d-dimensional
X = (X1, . . . , Xd) este funcţia FX : IRd → [0, 1],

FX(x1, . . . , xd) = P (X1 < x1, . . . , Xd < xd)

Proprietăţile funcţiei de repartiţie
1) F este crescătoare şi continuă la dreapta ı̂n fiecare dintre variabile
2) lim

xj→ 0
FX(x1, . . . , xd) = 0, j = 1, d

3) ∆a1b1∆a2b2 . . .∆adbd
FX(x1, . . . , xd) ≥ 0 pentru orice ai < bi, i = 1, d,

unde s-a notat ∆ajbjFX(x1, . . . , xd) = FX(x1, . . . , xj−1, bj , xj+1, . . . xd)−
−FX(x1, . . . , xj−1, aj , xj+1, . . . xd)
Definiţia 3.2. Vectorul aleator X = (X1, . . . , Xd) admite densitatea de
probabilitate (de repartiţie) f(x1, . . . , xd) dacă

FX(x1, . . . , xd) =
∫ x1

−∞
. . .

∫ xd

−∞
f(t1, . . . , td)dt1 . . . dtd

In acest caz, pentru orice mulţime boreliană M ⊂ IRd, avem

P (X ∈ M) =
∫

. . .

∫
f(t1, . . . , td)dt1 . . . dtd

Observaţia 3.1. Componentele X1, . . . , Xd sunt independente dacă şi nu-
mai dacă vectorul X = (X1, . . . , Xd) are densitatea f(x1, . . . , xd) = f(x1) . . . f(xd),
unde f(x1), . . . , f(xd) sunt densităţile v. a. X1, . . . , Xd.

Fie h : IRd → IR o funcţie măsurabilă Borel. Variabila aleatoare Y (ω) =
= h(X1(ω), . . . , Xd(ω)), care se notează Y = h(X1, . . . , Xd)) este o funcţie
de v. a. (X1, . . . , Xd).

Dacă vectorul aleator X admite densitatea f(x1, . . . , xd), atunci funcţia
de repartiţie a v. a. Y = h(X1, . . . , Xd) este dată de

85
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FY (y) =
∫

. . .
∫
My

f(t1, . . . , td)dt1 . . . dtd, unde integrala d-dimensională este

calculată pe mulţimea My =
{
(x1, . . . , xd) ∈ IRd/h(x1, . . . , xd) ≤ y

}
.

Valoarea medie a v. a. Y este

E(Y ) =
∫

. . .

∫

IRd
y

h(t1, . . . , td)f(t1, . . . , td)dt1 . . . dtd

Dacă h : IRd → IRd este un difeomorfism cu jacobianul D(x1, . . . , xd), iar
X = (X1, . . . , Xd) este un vector aleator cu densitatea f(x1, . . . , xd), atunci
Y = h(X1, . . . , Xd) este un vector aleator cu densitatea g(x1, . . . , xd) =
= f(h−1(x1,...,xd))

|D(x1,...,xd)| .
In particular, dacă A este o matrice nesingulară de dimensiune d× d,

m ∈ IRd, iar Y = A




X1
...

Xn


 + m, atunci Y are densitatea g(x1, . . . , xd) =

= f(A−1(x−m))
| det A| , unde x = (x1, . . . , xd).

Dacă vectorul aleator bidimensional (X, Y ) are funcţia de repartiţie
F (x, y), atunci funcţiile de repartiţie ale celor două componente sunt repartiţiile
marginale ale lui F (x, y), i.e.

FX(x) = lim
y→∞F (x, y), FY (y) = lim

x→∞F (x, y)

Dacă (X, Y ) admite densitatea f(x, y), atunci densităţile v. a. X şi Y
sunt densităţile marginale ale lui f(x, y), i. e.

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dy, fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

Definiţia 3.3. 1) Fie (X,Y ) un vector aleator cu densitatea f(x, y) ale
cărei densităţi marginale sunt f1(x), f2(y), atunci pentru orice x, y ∈ IR cu
f1(x) 6= 0, densitatea variabilei Y condiţionată de X = x este dată de
f(y/x) = f(x,y)

f1(x) .
Pentru orice x fixat, f(y/x) este o densitate de probabilitate, asociată

repartiţiei v. a. ”Y condiţionată de X = x” .
In particular, P (Y ≤ a/X = x) =

∫ a
−∞ f(y/x)dy

2) Media variabilei Y condiţionată de X = x este

E(Y/X = x) =
∫ ∞

−∞
yf(y/x)dy

3) Dacă notăm g(x) = E(Y/X = x), atunci v. a. g(X) se notează
E(Y/X) şi se numeşte media lui Y condiţionată de X.

Din definiţia precedentă rezultă

E(Y ) =
∫ ∞

−∞
E(Y/X = x)f1(x)dx
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Definiţia 3.4. Fie X un vector aleator d-dimensional şi H un eveniment
cu P (H) 6= 0. O funcţie de d variabile se numeşte densitatea vectorului
X condiţionat de H şi se notează f(x/H), dacă pentru orice mulţime
boreliană M ⊂ IRd, P (X ∈ M/H) =

∫
. . .

∫
M f(x/H)dx1 . . . dxd.

Definiţia 3.5. Pentru orice x ∈ IRd, probabilitatea evenimentului H
condiţionat de X = x este definită prin P (H/X = x) = lim

ε→ 0
P (H/X ∈ Cε),

unde Cε este un hipercub de latură 2ε cu centrul ı̂n x.
Formula lui Bayes Dacă vectorul aleator admite densitatea continuă

f(x), iar x ∈ IRd este un punct ı̂n care f(x) 6= 0, atunci P (H/X = x) =
= f(x/H)P (H)

f(x) .

3.2 Probleme rezolvate

1. Fie X1, X2 v. a. independente şi cu repartiţiile date de P (Xi = k) =
= pqk, k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2. Notăm Y = max(X1, X2).

a) Să se afle repartiţia variabilei Y ;

b) Să se afle repartiţia vectorului aleator (Y, X1).

Soluţie. P (Y = k) = P (max(X1, X2) = k) =

=
k∑

j=0

P (X1 = k,X2 = j) +
k−1∑

j=0

P (X1 = j, X2 = k) =

=
k∑

j=0

P (X1 = k)P (X2 = j) +
k−1∑

j=0

P (X1 = j)P (X2 = k) = p2qk
k∑

j=0

qj+

+p2qk
k−1∑

j=0

qj = p2q2k + 2p2qk
k−1∑

j=0

qj = p2q2k + 2p2qk · 1− qk

1− q
= −p2q2k+

+2p2qk − pq2k+1

b) Pentru a afla repartiţia vectorului aleator (Y,X1) va trebui să
evaluăm P (Y = i,X1 = j), i, j = 0, 1, 2, . . .

1) Dacă i < j =⇒ (Y = i,X1 = j) este evenimentul imposibil, deci
P (Y = i,X1 = j) = 0

2) Dacă i = j =⇒ P (Y = i, X1 = j) =
i∑

j=0

P (X1 = i,X2 = j) =

=
i∑

j=0

P (X1 = i)P (X2 = j) = P (X1 = i)
i∑

j=0

P (X2 = j) = p2qi
i∑

j=0

qj =

= p2qi · 1−qi+1

1−q = pqi(1− qi+1)

Dacă i > j =⇒ P (Y = i, X1 = j) = P (max(X1, X2) = i, X1 = j) =
= P (X1 = j,X2 = i) = P (X1 = j)P (X2 = i) = p2qi+j
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2. Fie X, Y v. a. discrete cu repartiţiile X ∼
(−1 1

1
2

1
2

)
, Y ∼

(−1 2
2
3

1
3

)
.

DacăP (X = −1, Y = −1) = λ, λ ∈ IR, să se calculeze:

a) repartiţia vectorului (X,Y );

b) coeficientul de corelaţie ρ(X, Y ) ı̂n funcţie de λ;

c) valoarea lui λ pentru care X şi Y sunt necorelate; ı̂n acest caz să se
cerceteze şi independenţa v. a. X şi Y .

Soluţie. a) P (X = −1, Y = −1) = λ; P (X = −1, Y = 2) = 1
2−

−λ; P (X = 1, Y = −1) = 2
3 − λ;P (X = 1, Y = 2) = λ− 1

6

b) ρ(X, Y ) = E(XY )−E(X)E(Y )√
D2(X)D2(Y )

XY ∼
( −2 −1 1 2

1
2 − λ 2

3 − λ λ λ− 1
6

)

Calculăm E(XY ) = 6λ−2, E(X) = 0, E(Y ) = 0, D2(X) = 1, D2(Y ) =
= 2 şi avem ρ(X, Y ) = 6λ−2√

2

c) ρ(X, Y ) = 0 =⇒ λ = 1
3 =⇒ X, Y sunt necorelate

Pentru λ = 1
3 are loc pij = piqj , i, j = 1, 2, unde pi = P (X = xi), qj =

= P (Y = yj), pij = P (X = xi, Y = yj), deci X, Y sunt independente.

3. Fiind dată densitatea de repartiţie a vectorului aleator (X,Y )

f(x, y) =
{

2xye−(x2+y2), x > 0, y > 0
0, ı̂n rest

să se determine E(X), E(Y ), D2(X), D2(Y ).

Soluţie. Aflăm mai ı̂ntâi densităţile de repartiţie ale componentelor:

fX(x) =
∫∞
0 f(x, y)dy = 2xe−x2 ∫∞

0 ye−y2
dy = xe−x2

(−e−y2
)/∞0 =

= xe−x2
, x > 0

fY (y) =
∫∞
0 f(x, y)dx = ye−y2

, y > 0

Atunci E(X) =
∫∞
0 xfX(x)dx =

∫∞
0 x2e−x2

dx.

Facem substituţia x2 = t =⇒ x = t
1
2 =⇒ dx = 1

2 t−
1
2 dt.

Atunci E(X) = 1
2

∫∞
0 t

1
2 e−tdt = 1

2Γ
(

3
2

)
= 1

2 · 1
2Γ

(
1
2

)
=

√
π

4 .

Analog E(Y ) =
√

π
4 .

E(X2) =
∫∞
0 x2fX(x)dx =

∫∞
0 x3e−xdx = 1

2

∫∞
0 te−tdt = 1

2Γ(2) =
= 1

2 · 1! = 1
2

Aşadar, D2(X) = 1
2 − π

16 .

Analog D2(Y ) = 1
2 − π

16 .
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4. Fie vectorul (X,Y ) cu densitatea de repartiţie f(x, y) = 1
π2(1+x2)(1+y2)

,

x, y ∈ IR. Să se afle F(X,Y )(x, y), FX(x), FY (y), fX(x), fY (y).

Soluţie. F(X,Y )(x, y) = 1
π2

∫ x
−∞

∫ y
−∞

dudv
(1+u2)(1+v2)

=

= 1
π2

∫ x
−∞

du
1+u2 ·

∫ y
−∞

dv
1+v2 = 1

π2

(
arctg x + π

2

) (
arctg y + π

2

)

FX(x) = lim
y→∞F(X,Y )(x, y) =

1
π2

(
arctg x +

π

2

)

FY (y) = lim
x→∞F(X,Y )(x, y) =

1
π2

(
arctg y +

π

2

)

fX(x) = F ′
X(x) = 1

π(1+x2)

fY (y) = F ′
Y (y) = 1

π(1+y2)

5. Fie vectorul (X, Y ) cu densitatea de repartiţie

f(x, y) =
{

axy(3− x)(4− y), x ∈ [0, 3], y ∈ [0, 4]
0, ı̂n rest

Să se determine ”a” şi să se scrie funcţia de repartiţie a vectorului
(X, Y ).

Soluţie.
∫ 3
0

∫ 4
0 axy(3− x)(4− y)dxdy = 1 =⇒

=⇒ a
(

3x2

2 − x3

3

)
/3
0

(
2y2 − y3

3

)
/4
0 = 1 =⇒ 48a = 1 =⇒ a = 1

48

F (x, y) =





a
∫ x
0 u(3− u)du

∫ y
0 v(4− v)dv, x ∈ [0, 3], y ∈ [0, 4]

a
∫ x
0 u(3− u)du

∫ 4
0 v(4− v)dv, x ∈ [0, 3], y > 4

a
∫ 3
0 u(3− u)du

∫ 4
0 v(4− v)dv, x > 3, y ∈ [0, 4]

1, x > 3, y > 4
0, ı̂n rest

=





1
48 · 9x2−x3

6 · 6y2−y3

3 , x ∈ [0, 3], y ∈ [0, 4]
2
9

(
3x2

2 − x3

3

)
, x ∈ [0, 3], y > 4

3
32

(
2y2 − y3

3

)
, x > 3, y ∈ [0, 4]

1, x > 3, y > 4
0, ı̂n rest

6. Fie vectorul (X, Y ) cu densitatea de repartiţie

f(x, y) =
{

e−(x+y), x ≥ 0, y ≥ 0
0, ı̂n rest

Să se calculeze a) P (X ≤ 1, Y ≤ 1); b) P (X+Y ≤ 1); c) P (X+Y > 2);
d) P (Y > 1/X ≤ 1);e) P (X > 1/Y > 1); f) P (X < 2Y ).
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Soluţie. a) P (X ≤ 1, Y ≤ 1) =
∫ 1
0

∫ 1
0 e−(x+y)dxdy =

∫ 1
0 e−xdx·

· ∫ 1
0 e−ydy = (e−1 − 1)2

b) P (X + Y ≤ 1) =
∫ 1
0

∫ 1−x
0 e−(x+y)dydx =

∫ 1
0 e−x(1− ex−1)dx =

= 1− 2e−1

c) P (X+Y > 2) = 1−P (X+Y ≤ 2) = 1−∫ 2
0

∫ 2−x
0 e−(x+y)dydx = 2e−2

d) Fie evenimentele A = Y > 1,B = X ≤ 1

Vrem să calculăm P (A/B) = 1− P (A/B)

P (A/B) = P (A∩B)
P (B) = P (X≤1,Y≤1)

P (X≤1)

P (X ≤ 1) =
∫ 1
0 e−xdx = 1− e−1

Atunci P (A/B) = 1− (1−e−1)2

1−e−1 = e−1

e) Fie evenimentele A = X > 1, B = Y > 1

Avem de calculat P (A/B) = P (A∩B)
P (B)

Stim P (A∩B) = 1−P (A∪B) = 1− (P (A) + P (B)−P (A∩B)) =⇒
=⇒ P (A ∩B) = P (A ∩B)− 1 + P (A) + P (B) =
= P (X ≤ 1, Y ≤ 1)− 1 + 1− P (X ≤ 1) + 1− P (Y ≤ 1) =
= (e−1 − 1)2 − 2(1− e−1) + 1

Atunci P (A/B) = (e−1−1)2−2(1−e−1)+1
e−1

f) P (X < 2Y ) =
∫ ∫

x
y
<2 e−(x+y)dxdy =

∫∞
0

∫ 2y
0 e−(x+y)dxdy =

=
∫∞
0 e−y(1− e−2y)dy = 2

3

7. Fie X,Y variabile aleatoare N(0, 1) independente. Calculaţi probabil-
itatea ca vectorul aleator (X,Y ) să aparţină discului
D =

{
(x, y) ∈ IR2/x2 + y2 ≤ 1

}
.

Soluţie. Densităţile de repartiţie ale v. a X, Y sunt: fX(x) = 1√
2π

e−
x2

2 ,

resp. fY (y) = 1√
2π

e−
y2

2

Cum X şi Y sunt independente, densitatea de repartiţie a vectorului
(X, Y ) va fi f(x, y) = fX(x) · fY (y) = 1

2π e−
1
2
(x2+y2)

Probabilitatea cerută este P ((X, Y ) ∈ D) = 1
2π

∫ ∫
D e−

1
2
(x2+y2)dxdy =

= 1
2π

∫ 2π
0

∫ 1
0 ρe−

ρ2

2 dρdθ = 1− e−
1
2 ' 0, 3934

8. Fie (X, Y ) vector aleator cu densitatea f(x, y). Să se calculeze densi-
tatea de repartiţie a variabilei aleatoare Z =

√
X2 + Y 2.
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Soluţie. Pentru z > 0,FZ(z) =
∫ ∫

x2+y2≤z2 f(x, y)dxdy =

=
∫ 2π
0

∫ z
0 f(ρ cos θ, ρ sin θ)ρdρdθ =⇒ fZ(z) = z

∫ 2π
0 f(z cos θ, z sin θ)dθ,

z > 0

9. Dacă X, Y sunt v. a. independente, arătaţi că v. a. U = max(X,Y ),
V = min(X,Y ) au funcţiile de repartiţie FU (t) = FX(t)·FY (t), FV (t) =
= 1− [(1− FX(t))(1− FY (t))].

Soluţie. Cum max(X,Y ) ≤ t ⇐⇒ X ≤ t şi Y ≤ t =⇒ FU (t) =
= P (U ≤ t) = P (X ≤ t, Y ≤ t) = P (X ≤ t)P (Y ≤ t) = FX(t) · FY (t)

Cum min(X,Y ) > t ⇐⇒ X > t, Y > t =⇒ FV (t) = P (V ≤ t) =
= 1− P (V > t) = 1− P (X > t, Y > t) = 1− P (X > t)P (Y > t) =
= 1− [(1− FX(t))(1− FY (t))]

10. Fie X, Y v. a. independente, repartizate exponenţial cu parametrul
λ = 1. Arătaţi că V = min(X,Y ) e repartizată exponenţial cu
parametrul λ = 2.

Soluţie. FX(t) = FY (t) =
∫ t
0 e−xdx = −e−x/t

0 = 1− e−t, t ≥ 0

Cf. ex. anterior =⇒ FV (t) = 1− [(1− FX(t))(1− FY (t))] =
= 1 − (1 − e−t)2 = 1 − e−2t care e funcţia de repartiţie a unei v. a.
repartizată exponenţial de parametru λ = 2

11. Fie vectorul aleator (X, Y ) cu densitatea

f(x, y) =
{

ae−x−2y, x ≥ 0, y ≥ 0
0, ı̂n rest

Să se determine ”a”, funcţia de repartiţie a vectorului (X, Y ) şi funcţiile
de repartiţie ale variabilelor X + Y, X

Y , X2,
√

X.

Soluţie. a
∫∞
0

∫∞
0 e−x−2ydxdy = 1 =⇒ a

∫∞
0 e−xdx

∫∞
0 e−2ydy = 1 =⇒

=⇒ a(−e−x/∞0 )
(−1

2e−2y
)
/∞0 = 1 =⇒ a

2 = 1 =⇒ a = 2

F (x, y) =
{ ∫ x

0

∫ y
0 2e−u−2vdudv, x ≥ 0, y ≥ 0

0, ı̂n rest

=
{

(1− e−x)(1− e−2y), x ≥ 0, y ≥ 0
0, ı̂n rest

Fie Z = X + Y

FZ(z) = P (Z < z) =
∫ ∫

x≥0,y≥0,x+y<z 2e−x−2ydxdy =

= 2
∫ z
0

∫ z−x
0 e−x−2ydydx = 2

∫ z
0 e−x

(∫ z−x
0 e−2ydy

)
dx =
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= 2
∫ z
0 e−x

(−1
2e−2y

)
/z−x
0 dx =

∫ z
0 e−x(1− e−2z+2x)dx =

= 1 + e−2z − 2e−z

Fie Z = X
Y

FZ(z) = P (Z < z) =
∫ ∫

x≥0,y≥0, x
y
<z 2e−x−2ydxdy =

= 2
∫∞
0

∫∞
x
z

e−x−2ydxdy = 2
∫∞
0 e−x

(∫∞
x
z

e−2ydy
)

dx =

= 2
∫∞
0 e−x

(−1
2e−2y

)
/∞x

z
dx =

∫∞
0 e−x · e− 2x

z dx =

=
∫∞
0 e−x z+2

z dx = − z
z+2e−x z+2

z /∞0 = z
z+2

Fie Z = X2

FZ(z) = P (Z < z) =
∫ ∫

x≥0,y≥0,x2<z 2e−x−2ydxdy =

= 2
∫∞
0

∫ √x
0 e−x−2ydxdy = 1− e−

√
z

Fie Z =
√

X

FZ(z) = P (Z < z) =
∫ ∫

x≥0,y≥0,
√

x<z 2e−x−2ydxdy =

= 2
∫∞
0

∫ z2

0 e−x−2ydxdy = 1− ez2

12. Fie

f(X,Y,Z)(x, y, z) =
{

e−(x+y+z), x ≥ 0, y ≥ 0, z > 0
0, ı̂n rest

o densitate de repartiţie. Să se calculeze densitatea de repartiţie core-
spunzătoare variabilei U = X+Y +Z

3 .

Soluţie. Considerăm schimbările de variabile u = x+y+z
3 , v = y, w =

= z =⇒ x = 3u− v − w, y = v, z = w

J = D(x,y,z)
D(u,v,w) =

∣∣∣∣∣∣

3 −1 −1
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 3 Atunci

f(U,V,W )(u, v, w) =
{

3e−3u, 3u− v − w > 0, v > 0, w > 0
0, ı̂n rest

f(U,V )(u, v) =
{ ∫ 3u−v

0 3e−3udw, 3u− v > 0, v > 0
0, ı̂n rest

fU (u) =
{ ∫ 3u

0

∫ 3u−v
0 3e−3udwdv, u > 0

0, ı̂n rest

=
{

27
2 u2e−3u, u > 0
0, ı̂n rest
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13. Fie (X, Y ) un vector aleator cu densitatea de repartiţie

f(x, y) =
{

4xy, 0 < x < 1, 0 < y < 1
0, ı̂n rest

Se cere să se determine densităţile de repartiţie corespunzătoare vari-
abilelor aleatoare X2 şi Y 2.

Soluţie. Facem schimbările de variabilă u = x2, v = y2

J = D(x,y)
D(u,v) =

∣∣∣∣∣
1

2
√

u
0

0 1
2
√

v

∣∣∣∣∣ = 1
4
√

uv

Atunci

f(U,V )(u, v) =

{
4
√

uv · 1
4
√

uv
, 0 < u < 1, 0 < v < 1

0, ı̂n rest

=
{

1, 0 < u < 1, 0 < v < 1
0, ı̂n rest

fU (u) =
{ ∫ 1

0 dv, 0 < u < 1
0, ı̂n rest

=
{

1, 0 < u < 1
0, ı̂n rest

fV (v) =
{ ∫ 1

0 du, 0 < v < 1
0, ı̂n rest

=
{

1, 0 < v < 1
0, ı̂n rest

14. Fie X,Y v. a. independente şi identic repartizate exponenţial cu
parametrul λ = 1. Calculaţi densitatea vectorului (U, V ), unde U =
= X + Y ,V = X

X+Y şi deduceţi că v. a. V e repartizată uniform ı̂n
(0, 1).

Soluţie. Facem shimbările de variabile u = x + y, v = x
x+y =⇒ x =

= uv, y = u− uv

J = D(x,y)
D(u,v) =

∣∣∣∣
v u

1− v −u

∣∣∣∣ = −u

Cum X, Y sunt independente şi identic repartizate exponenţial cu
parametrul λ = 1, densitatea de repartiţie a vectorului (X, Y ) va fi

f(x, y) =
{

e−x · e−y, x, y ≥ 0
0, ı̂n rest
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Deci f(U,V )(u, v) = |J | · e−(uv+u−uv) = u · e−u, u ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 1
(deoarece x ≥ 0 =⇒ uv ≥ 0, y ≥ 0 =⇒ u− uv ≥ 0 =⇒ u ≥ uv ≥ 0; pe
de altă parte, cum x, y ≥ 0 =⇒ 0 ≤ x

x+y ≤ 1 =⇒ 0 ≤ v ≤ 1)

fV (v) =
∫∞
0 u · e−udu = −u · e−u/∞0 +

∫∞
0 e−udu = −e−u/∞0 = e0 =

= 1 =⇒ V ∼ U(0, 1)

15. Fie X şi Y v. a. independente, X având o repartiţie exponenţială de
densitate λe−λx(x > 0) şi Y e repartizată uniform ı̂n (0, 2π). Punând
Z1 =

√
X cosY, Z2 =

√
X sinY , să se arate că Z1 şi Z2 sunt indepen-

dente şi au aceeaşi densitate
√

λ
π e−λx2

.

Soluţie. F(Z1,Z2)(u, v) = 1
2π

∫ ∫
√

x cos y<u,
√

x sin y<v λe−λxdxdy

Facem schimbările de variabile α =
√

x cos y, β =
√

x sin y =⇒ x =
= α2 + β2, y = arctg β

α , D(x,y)
D(α,β) = 2

Atunci F(Z1,Z2)(u, v) = λ
π

∫ u
−∞

∫ v
−∞ e−λ(α2+β2)dαdβ = λ

π

∫ u
−∞ e−λα2

dα·
· ∫ v
−∞ e−λβ2

dβ = Φ(
√

2λu)Φ(
√

2λv), unde Φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ e−

t2

2 dt

16. Dacă X1 şi X2 sunt v. a. independente, repartizate uniform U(0, 1),
să se arate că U =

√−2 lnX1 cos 2πX2, V =
√−2 lnX1 sin 2πX2 sunt

independente şi repartizate N(0, 1).

Soluţie. Facem schimbarea u =
√−2 lnx1 cos 2πx2, v =

√−2 lnx1 sin 2πx2

Avem u2 + v2 = −2 lnx1 cos2 2πx2 − 2 ln x1 sin2 2πx2 = −2 lnx1 =⇒
x1 = e−

u2+v2

2

u =
√

u2 + v2 cos 2πx2 =⇒ x2 =
arccos u√

u2+v2

2π

D(x1,x2)
D(u,v) =

∣∣∣∣∣
−ue−

u2+v2

2 −ve−
u2+v2

2

− v
2π(u2+v2)

u
2π(u2+v2)

∣∣∣∣∣ = − 1
2π e−

u2+v2

2

Cum X1 şi X2 sunt v. a. repartizate uniform U(0, 1) avem

fX1(x1) =
{

1, x1 ∈ (0, 1)
0, ı̂n rest

şi

fX2(x2) =
{

1, x2 ∈ (0, 1)
0, ı̂n rest

Deoarece X1 şi X2 sunt v. a. independente avem

f(X1,X2)(x1, x2) =
{

1, (x1, x2) ∈ (0, 1)× (0, 1)
0, ı̂n rest
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Obţinem f(U,V )(u, v) = 1
2π e−

u2+v2

2 = 1√
2π

e−
u2

2
1√
2π

e−
v2

2 = fU (u)fV (v)

17. Fie X, Y, Z componentele vitezei unei molecule de gaz. Se presupune
că aceste componente sunt independente şi uniform repartizate ı̂n
(−A,A). Să se calculeze densitatea energiei acestei molecule, fA(x),
şi să se determine lim

a→∞A3 · fA(x).

Soluţie. Fie m= masa moleculei şi E=energia moleculei

E = m
2 (X2+Y 2+Z2) =⇒ P (E < t) = 1

8A3

∫ ∫ ∫
m
2

(x2+y2+z2)<t dxdydz =

= π
6A3

(
2t
m

) 3
2 , pentru

√
2t
m < A, deoarece integrala reprezintă volumul

unei sfere de rază
√

2t
m

Atunci fA(t) =
(

π
6A3

(
2t
m

) 3
2

)′
=

(
2
m

) 3
2 · π

4A3 ·
√

t, pentru
√

2t
m < A

lim
a→∞A3 · fA(x) =

(
2
m

) 3
2

· π

4
·
√

t

18. Fie X1, X2, X3 v. a. independente, fiecare având densitatea de repartiţie
f(x) = 1√

2π
e−

1
2
x2

. Punând Y1 = X1−X2√
2

, Y2 = X1+X2−2X3√
6

, Y3 =

= X1+X2+X3√
3

, să se arate că v. a. Y1, Y2, Y3 sunt independente şi
urmează aceeaşi repartiţie ca şi X1, X2, X3.

Soluţie. Densitatea de repartiţie a vectorului (X1, X2, X3) este
f(x1, x2, x3) = f(x1)f(x2)f(x3) = 1

2π
√

2π
e−

1
2
(x2

1+x2
2+x2

3)

Facem schimbările de variabile

x1 − x2 =
√

2y1

x1 + x2 − 2x3 =
√

6y2

x1 + x2 + x3 =
√

3y3

deci

x1 =
√

2
2

y1 +
√

6
6

y2 +
√

3
3

y3

x2 = −
√

2
2

y1 +
√

6
6

y2 +
√

3
3

y3

x3 =
√

3
3

y3 −
√

6
3

y2
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D(x1,x2,x3)
D(y1,y2,y3) =

∣∣∣∣∣∣∣

√
2

2

√
6

6

√
3

3

−
√

2
2

√
6

6

√
3

0 −
√

6
3

√
3

3

∣∣∣∣∣∣∣
= 1 şi x2

1 + x2
2 + x2

3 = y2
1 + y2

2 + y2
3

Atunci densitatea de repartiţie a vectorului (Y1, Y2, Y3) este
f(y1, y2, y3) = 1

2π
√

2π
e−

1
2
(y2

1+y2
2+y2

3)

fY1(y1) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(y1, y2, y3)dy2dy3 =

=
∫∞
−∞

∫∞
−∞

1
2π
√

2π
e−

1
2
(y2

1+y2
2+y2

3)dy2dy3 =

= 1
2π
√

2π
e−

y2
1
2

∫∞
−∞ e−

y2
2
2 dy2·

∫∞
−∞ e−

y2
3
2 dy3 = 1

2π
√

2π
e−

y2
1
2

∫∞
−∞ e−

�
y2√

2

�2

dy2·

· ∫∞−∞ e−
�

y3√
2

�2

dy3 = 1
2π
√

2π
e−

y2
1
2

∫∞
−∞

√
2e−z2

2dz2 ·
∫∞
−∞

√
2e−z2

3dz3 =

= 1
2π
√

2π
e−

y2
1
2

√
2
√

π
√

2
√

π == 1√
2π

e−
1
2
y2
1

Analog fY2(y2) = 1√
2π

e−
1
2
y2
2 şi fY3(y3) = 1√

2π
e−

1
2
y2
3

Aşadar, f(y1, y2, y3) = f(y1)f(y2)f(y3), deci Y1, Y2, Y3 sunt indepen-
dente şi urmează aceeaşi repartiţie ca X1, X2, X3

19. Fie X1, X2, X3 v. a. independente, repartizate N(0, 1). Punând X1 =
= r cosϕ cosψ, X2 = r cosϕ sinψ,X3 = r sinϕ. Să se arate că v. a.
r, ϕ, ψ sunt independente şi să se determine densitatea de probabilitate
corespunzătoare lui r.

Soluţie. Cum X1, X2, X3 sunt v. a. independente avem f(x1, x2, x3) =

= 1
2π
√

2π
e−

x2
1+x2

2+x2
3

2

D(x1,x2,x3)
D(r,ϕ,ψ) = r2 cosϕ

Atunci f(r, ϕ, ψ) = r2 cosϕ 1
2π
√

2π
e−

r2

2

f(r) = k1r
2e−

r2

2 , r ∈ [0,∞), f(ϕ) = k2 cosϕ, f(ψ) = k3, ψ ∈ [0, 2π]

f(r) fiind probabilitate, se verifică
∫∞
0 f(r)dr = 1 =⇒ k1

∫∞
0 r2e−

r2

2 =
= 1 =⇒ k1

2

∫∞
0 e−

u
2 u

1
2 du = 1 =⇒ √

2k1

∫∞
0 e−tt

1
2 dt = 1 =⇒ √

2k1Γ
(

3
2

)
=

= 1 =⇒ √
2k1 · 1

2Γ
(

1
2

)
= 1 =⇒ √

2k1 · 1
2

√
π = 1 =⇒ k1 =

√
2
π

20. Fie (X, Y ) un vector aleator cu densitatea

f(x, y) =
{

1
8(6− x− y), (x, y) ∈ (0, 2)× (2, 4)
0, ı̂n rest

Să se afle:

a) densităţile de repartiţie condiţionate f(x/y), f(y/x);

b) E(X/Y = y), E(Y/X = x)
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Soluţie. a) fX(x) =
∫ 4
2

1
8(6− x− y)dy = 3−x

4 , x ∈ (0, 2) =⇒ f(y/x) =

= f(x,y)
fX(x) =

1
8
(6−x−y)

3−x
4

= 6−x−y
2(3−x) , y ∈ (2, 4)

fY (y) =
∫ 2
0

1
8(6−x−y)dx = 1

4(5−y), y ∈ (2, 4) =⇒ f(x/y) = f(x,y)
fY (y) =

=
1
8
(6−x−y)
1
4
(5−y)

= 6−x−y
2(5−y) , x ∈ (0, 2)

b) E(X/Y = y) =
∫ 2
0 x · f(x/y)dx =

∫ 2
0 x · 6−x−y

2(5−y)dx = 14−3y
3(5−y)

E(Y/X = x) =
∫ 4
2 y · f(y/x)dy =

∫ 4
2 y · 6−x−y

2(3−x) = 26−9y
3(2−x)

21. Fie (X, Y ) un vector aleator cu densitatea

f(x, y) =
{

k(2x + y + 2), (x, y) ∈ [0, 1]× [−2, 2]
0, ı̂n rest

Să se determine:

a) k ∈ IR;

b) densităţile de repartiţie marginale;

c) densităţile de repartiţie ale vectorilor aleatori U = (3X, 2Y − 5) şi
V = (X, Y 2).

Soluţie. a) Avem condiţiile: f(x, y) ≥ 0 =⇒ k ≥ 0∫ 2
−2

∫ 1
0 k(2x + y + 2)dxdy = 1 =⇒ k = 1

12

b)

fX(x) =
{

1
12

∫ 2
−2(2x + y + 2)dy, x ∈ [0, 1]

0, ı̂n rest

=
{

2x+3
3 , x ∈ [0, 1]

0, ı̂n rest

fY (y) =
{

1
12

∫ 1
0 (2x + y + 2)dx, y ∈ [−2, 2]

0, ı̂n rest

=
{ y+3

12 , y ∈ [−2, 2]
0, ı̂n rest

c) FU (x, y) = P (3X < x, 2Y − 5 < y) = P
(
X < x

3 , Y < 5+y
2

)
=

= F(X,Y )

(
x
3 , 5+y

2

)

fU (x, y) = ∂2FU (x,y)
∂x∂y =

∂2F(x
3
, 5+y

2 )
∂x∂y = 1

3 · 1
2f

(
x
3 , 5+y

2

)
=

=

{
1
72

(
2x
3 + 5+y

2 + 2
)

, x
3 ∈ [0, 1], 5+y

2 ∈ [−2, 2]
0, ı̂n rest
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=
{ 4x+3y+27

432 , (x, y) ∈ [0, 3]× [−9,−1]
0, ı̂n rest

FV (x, y) = P (X < x, Y 2 < y) = P (X < x, Y <
√

y) = F(X,Y )(x,
√

y)

fV (x, y) = ∂2FV (x,y)
∂x∂y = ∂2F(X,Y )(x,

√
y)

∂x∂y = 1
2
√

yf(x,
√

y) =

=

{
1

12
√

y (2x +
√

y + 2), (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 2]
0, ı̂n rest

22. Fie (Xi, Yi)1≤i≤k un sistem de k vectori aleatori bidimensionali independenţi,
identic repartizaţi cu funcţiile de repartiţie F (x, y) şi densităţile f(x, y).
Fie U = max(X1, . . . Xk), V = max(Y1, . . . Yk) şi W = max(X1+
+Y1, . . . , Xk +Yk). Să se determine densitatea de repartiţie a vectoru-
lui aleator (U, V ) şi densitatea v. a. W .

Soluţie. Funcţia de repartiţie a vectorului (U, V ) este
G(U,V )(u, v) = P (U < u, V < v) = P (X1 < u, X2 < u, . . . Xk <

< u, Y1 < v, Y2 < v, . . . Yk < v) = P k(Xi < u, Yi < v) = F k(u, v)

Densitatea vectorului (U, V ) este g(u, v) = ∂2G(u,v)
∂u∂v = ∂

∂v (kF k−1(u, v) ·
∂F (u,v)

∂u ) = k(k − 1)F k−2(u, v) · ∂F (u,v)
∂u · ∂F (u,v)

∂v + kF k−1(u, v)f(u, v) =
= kF k−2(u, v)[(k − 1)∂F (u,v)

∂u · ∂F (u,v)
∂v + F (u, v)f(u, v)]

Funcţia de repartiţie a v. a. W este HW (w) = P (W < w)P (X1+Y1 <

< w, . . .Xk+Yk < w) =
k∏

i=1

P (Xi+Yi < w) =
(∫ ∫

x+y<w
f(x, y)dxdy

)k

=

=
[∫∞
−∞

(∫ w−x
−∞ f(x, y)dy

)
dx

]k
=⇒ hW (w) = H ′

W (w) =

= k
(∫∞
−∞

∫ w−x
−∞ f(x, y)dydx

)k−1
· ∫∞−∞ f(x,w − x)dx

23. Fie X1, . . . , Xn v. a. independente, având aceeaşi funcţie de repartiţie
F , respectiv aceeaşi densitate f . Să se determine funcţia de repartiţie
a v. a. Y = max(X1, . . . , Xn)−min(X1, . . . , Xn).

Soluţie. Fie U = max(X1, . . . , Xn) şi V = min(X1, . . . , Xn). Atunci
Y = U − V

Avem P (U < x) = P (X1 < x, . . . Xn < x) =
n∏

i=1

P (Xi < x) = [F (x)]n

P (V ≥ x)P (X1 ≥ x, . . . Xn ≥ x) =
n∏

i=1

P (Xi ≥ x) = [1− F (x)]n
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Notăm cu F (x, y) funcţia de repartiţie a vectorului aleator (U, V ),
adică F (x, y) = P (U < x, V < y)

Cum
{
ω/U(ω) < x

}
=

{
ω/U(ω) < x, V (ω) < y

}∪
∪{

ω/U(ω) < x, V (ω) ≥ y
}
, prin aplicarea probabilităţii obţinem

P (
{
ω/U(ω) < x

}
) = P (

{
ω/U(ω) < x, V (ω) < y

}
) + P (

{
ω/U(ω) <

x, V (ω) ≥ y
}
) =⇒ F (x, y) = [F (x)]n − P (

{
ω/U(ω) < x, V (ω) ≥ y

}
)

Vom evalua acum P (
{
ω/U(ω) < x, V (ω) ≥ y

}
). Pentru aceasta vom

examina separat cazurile x ≤ y şi y < x.

Dacă x ≤ y, atunci evenimentul
{
ω/max(X1(ω), . . . , Xn(ω)) < x ≤ y ≤ min(X1(ω), . . . , Xn(ω))

}

este imposibil, deci

P (
{
ω/U(ω) < x, V (ω) ≥ y

}
) = 0

Dacă y < x, atunci evenimentul
{
ω/y ≤ min(X1(ω), . . . , Xn(ω)) ≤ max(X1(ω), . . . , Xn(ω)) < x

}
=

=
n⋂

i=1

{
ω/y ≤ Xi(ω) < x

}

Cum P (ω/y ≤ Xi(ω) < x) = F (x)− F (y) rezultă
P (

{
ω/U(ω) < x, V (ω) ≥ y

}
) = [F (x)− F (y)]n

De aici urmează că funcţia de repartiţie bidimensională a vectorului
aleator (U, V ) este

F(U,V )(x, y) =
{

F (x)n, x ≤ y
F (x)n − [F (x)− F (y)]n, x > y

Dacă acum presupunem că variabilele X1, . . . , Xn au aceeaşi densitate
de repartiţie f şi dacă notăm cu w(x, y) densitatea de repartiţie a
vectorului aleator (U, V ), atunci

w(x, y) =
{

n(n− 1)[F (x)− F (y)]n−2f(x)f(y), x > y
0, x ≤ y

Aflăm acum funcţia de repartiţie a v. a. Y = U − V

Din definiţia funcţiei de repartiţie avem fY (z) = P (U − V < z) =
=

∫ ∫
x−y<z w(x, y)dxdy

Cum w(x, y) = 0 dacă x ≤ y rezultă că FY (z) = P (U − V < z) = 0
dacă z ≤ 0

Dacă z > 0, atunci FY (z) = P (U − V < z) =
∫∞
−∞

∫∞
x−z w(x, y)dydx =

=
∫∞
−∞

∫ z
−∞w(x, x− y)dydx =

∫ z
−∞

∫∞
−∞w(x, x− y)dxdy
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Derivând ı̂n raport cu z găsim densitatea de repartiţie a v. a. Y :

fY (z) =
∫∞
−∞w(x, x− z)dx

Cum w(x, y) = 0 dacă x ≤ y, rezultă că w(x, x−z) = 0 dacă x ≤ x−z,
adică z ≤ 0.

Aşadar,

fY (z) =
{

n(n− 1)
∫∞
−∞[F (x)− F (x− z)]n−2f(x)f(x− z)dx, z > 0

0, z ≤ 0

3.3 Probleme propuse

1. Fie X1, X2 v. a. independente cu repartiţiile P (Xi = k) = pqk,
i = 1, 2; k = 0, 1, 2, 3, . . .. Să se arate că P (X1 = k/X1 + X2 = n) =
= 1

n+1 , k = 1, 2, . . . n

2. Fie

f(x, y) =
{

xye−(x+y), x ≥ 0, y ≥ 0
0, ı̂n rest

densitatea de repartiţie a vectorului (X, Y ). Să se determine
F(X,Y )(x, y), FX(x), FY (y), fX(x), fY (y).

R: F(X,Y )(x, y) = [1− (1 + x)e−x][1− (1 + y)e−y], x, y ≥ 0

FX(x) = 1− (1 + x)e−x, x ≥ 0

FY (y) = 1− (1 + y)e−y, y ≥ 0

fX(x) = xe−x, x ≥ 0

fY (y) = ye−y, y ≥ 0

3. Fie vectorul (X,Y ) cu densitatea

f(x, y) =
{

a sin(x + y), 0 ≤ x ≤ π
2 , 0 ≤ y ≤ π

2
0, ı̂n rest

Să se determine ”a”,E(X), E(Y ), D2(X), D2(Y ), cov(X,Y ).

R: a = 1
2 , E(X) = π

4 = E(Y ), D2(X) = D2(Y ) = −π2

16 + π2

8 + π
2 − 2

4. Fie vectorul aleator (X, Y ) cu densitatea de repartiţie

f(x, y) =
{

1
4 , 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2
0, ı̂n rest

Să se determine: a) P (X ≤ 1, Y ≤ 1); b) P (X + Y ≤ 1);
c) P (X + Y > 2); d) P (X < 2Y );e) P (X > 1).

R: a) P (X ≤ 1, Y ≤ 1) = 1
4 ; b) P (X + Y ≤ 1) = 1

8 ;
c) P (X + Y > 2) = 1

2 ; d) P (X < 2Y ) = 1; e) P (X > 1) = 1
2
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5. Fie X şi Y v. a. independente urmând fiecare o lege normală de
parametrii 0 şi 1. Să se determine raza cercului cu centrul ı̂n origine
astfel ı̂ncât P ((X,Y ) ∈ D(0, R) = 0, 95).

R: R =
√

2 ln 20

6. Fie X şi Y v. a. independente repartizate exponenţial cu parametrii
λ şi µ. Să se determine densitatea de probabilitate a vectorului (X, Y )
şi funcţia de repartiţie a vectorului (X,Y ).

R:

f(X,Y )(x, y) =
{

λµe−λx−µy, x, y ≥ 0
0, ı̂n rest

F(X,Y )(x, y) =
{

(1− e−λx)(1− e−µy), x, y ≥ 0
0, ı̂n rest

7. Fie

f(X,Y )(x, y) =
{

3x, 0 < y < x, 0 < x < 1
0, ı̂n rest

o densitate de repartiţie bidimensională . Se cere să se calculeze den-
sitatea de repartiţie corespunzătoare variabilei Z = X − Y .

R:

fZ(z) =

{
3(1−z2)

2 , 0 < z < 1
0, ı̂n rest

8. Fie (X, Y ) un vector aleator a cărei densitate de repartiţie este

f(x, y) =
{

e−(x+y), x, y ≥ 0
0, ı̂n rest

Să se afle densitatea de repartiţie a variabilelor U = X + Y, V = X
Y .

R: fU (u) = ue−u,fV (v) = 1
(1+v)2

9. Fie X1 şi X2 v. a. continue şi Y1 = X1+X2, Y2 = X1−X2. Să se arate
că pentru orice u1, u2 avem f(Y1,Y2)(u1, u2) = 1

2f(X1,X2)

(
u1+u2

2 , u1−u2
2

)
.

10. Fie X1 şi X2 v. a. şi Y1 = X1 cosα + X2 sinα, Y2 = −X1 sinα+
+X2 cosα pentru orice α, 0 ≤ α ≤ 2π. Să se arate că f(Y1,Y2)(y1, y2) =
= f(X1,X2)(y1 cosα− y2 sinα, y1 sinα + y2 cosα)

11. Fie vectorul aleator (X, Y ) cu densitatea de repartiţie

f(X,Y )(x, y) =
{

1
20(x + y + 2), (x, y) ∈ [0, 2]× [1, 3]
0, ı̂n rest

Să se afle:
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a) densităţile de repartiţie marginale fX(x), fY (y);

b) funcţiile de repartiţie marginale;

c) funcţia de repartiţie F(X,Y )(x, y);

d) densităţile de repartiţie condiţionate.

R: a)

fX(x) =
{

x+4
10 , x ∈ [0, 2]

0, ı̂n rest

fY (y) =
{ y+3

10 , y ∈ [1, 3]
0, ı̂n rest

b)

FX(x) =





0, x ≤ 0
x2+8x

20 , x ∈ [0, 2]
1, x > 2

FY (y) =





0, y ≤ 1
y2+6y−7

20 , y ∈ [1, 3]
1, y > 3

c)

F(X,Y )(x, y) =





0, x < 0, y < 1
x2y+xy2+4xy−x2−5x

40 , (x, y) ∈ [0, 2]× [1, 3]
y2+6y−7

20 , (x, y) ∈ (2,∞)× (1, 3]
x2+8x

20 , (x, y) ∈ (0, 2]× (3,∞)
1, (x, y) ∈ (2,∞)× (3,∞)

d) Pentru y ∈ [1, 3],

f(x/y) =

{
x+y+2
2(y+3) , x ∈ [0, 2]
0, ı̂n rest

Pentru x ∈ [0, 2],

f(y/x) =

{
x+y+2
2(x+4) , y ∈ [1, 3]
0, ı̂n rest



Capitolul 4

Şiruri de variabile aleatoare

4.1 Noţiuni teoretice

Tipuri de convergenţă
Definiţia 4.1. Fie (Xn)n∈IN∗ un şir de v. a. reale sau complexe definite

pe un spaţiu de probabilitate (Ω,K, P ), iar X o altă v.a. definită pe acelaşi
spaţiu de probabilitate.

1) Sirul (Xn)n∈IN∗ converge ı̂n probabilitate către X (Xn
P−→ X,

când n −→∞), dacă ∀ε > 0, P (|Xn −X| > ε) −→ 0, n −→∞ sau
∀ε > 0, P (|Xn −X| < ε) −→ 1, n −→∞.

2) Sirul (Xn)n∈IN∗ converge aproape sigur către X (Xn
a.s.−−→ X, când

n −→∞), dacă P (
{
ω/ lim

n→∞Xn(ω) = X(ω)
}
) = 1.

3) Sirul (Xn)n∈IN∗ converge ı̂n medie de ordinul r către X (Xn
r−→ X,

când n −→∞), dacă există momentele absolute E(|Xn|r), n ∈ IN∗ şi E(|X|)
şi dacă E(|Xn −X|r) −→ 0, când n −→∞.

4) Sirul (Xn)n∈IN∗ converge ı̂n repartiţie sau slab către X (Xn
w−→ X,

când n −→ ∞), dacă FXn(x) −→ FX(x), n −→ ∞, ∀x ∈ C(FX), unde
FXn , n ∈ IN∗ şi FX sunt funcţii de repartiţie ale v. a. Xn, n ∈ IN∗ şi
respectiv X, iar C(FX) =

{
x/FX(x)este continuă ı̂nx

}
reprezintă mulţimea

de continuitate a lui FX .
Relaţii ı̂ntre tipurile de convergenţă
1)Dacă Xn

a.s.−−→ X, n −→∞, atunci Xn
P−→ X, n −→∞.

2) Dacă Xn
P−→ X,n −→ ∞, atunci există un subşir (Xnk

)k∈IN∗ astfel
ı̂ncât Xnk

a.s.−−→ X, k −→∞.

3) Dacă Xn
r−→ X,n −→ ∞, atunci Xn

P−→ X,n −→ ∞. Implicaţia
reciprocă nu are loc, deoarece E(|Xn −X|r) s-ar putea să nu existe.

4) Dacă Xn
r−→ X, n −→∞, atunci Xn

r′−→ X,n −→∞, pentru r′ < r.

5) Dacă Xn
P−→ X, n −→∞, atunci Xn

w−→ X, n −→∞.

Teorema 4.1. Fie X, X1, X2, . . . v. a. discrete cu valori ı̂ntregi nenegative.
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Dacă GXn(t) −→ GX(t), n −→∞, atunci Xn
w−→ X, n −→∞.

Teorema 4.2. (Helly) Dacă Xn
w−→ X, n −→ ∞, atunci şirul (ϕXn)n≥0

converge uniform ı̂n orice interval mărginit către ϕX . Reciproc, dacă şirul
(ϕXn)n≥0 converge punctual pe IR către o funcţie ϕ continuă ı̂n origine,
atunci există o v. a. X cu funcţia caracteristică ϕX = ϕ, astfel ı̂ncât
Xn

w−→ X,n −→∞.

Legea numerelor mari
Am văzut că nu putem şti ı̂nainte de efectuarea experienţei ce valoare

va lua variabila aleatoare pe care o studiem. S-ar părea că , ı̂ntrucât de-
spre fiecare variabilă aleatoare dispunem de informaţii reduse, cu greu am
putea determina comportarea mediei aritmetice a unui număr suficient de
mare de variabile aleatoare. In realitate, ı̂n condiţii puţin restrictive media
aritmetică a unui număr suficient de mare de variabile aleatoare ı̂şi pierde
caracterul ı̂ntâmplător. Pentru practică este foarte important să cunoaştem
condiţiile ı̂n care acţiunea combinată a mai mulţi factori ı̂ntâmplători con-
duce la un rezultat care să nu depindă de ı̂ntâmplare, deci care să ne permită
să prevedem mersul fenomenului studiat. Astfel de condiţii se dau ı̂n teo-
remele cunoscute ı̂n calculul probabilităţilor sub denumirea comună de legea
numerelor mari. Termenul de lege a numerelor mari a fost folosit pentru
prima oară de Poisson, deşi, cu aproximativ un secol ı̂nainte, Jacob Bernoulli
a pus ı̂n evidenţă acţiunea legii numerelor mari cu referire la repartiţia bino-
mială . In 1867, Ceb̂ışev precizează riguros din punct de vedere matematic
legea numerelor mari ı̂n condiţii generale.

Fie (Ω,K, P ) un spaţiu de probabilitate şi (Xn)n∈IN∗ un şir de v. a. reale
definite pe acest spaţiu.

Ne interesează cazul ı̂n care există un şir de numere reale (an)n∈IN∗ astfel
ı̂ncât:

1) 1
n

n∑

k=1

Xk − an
P−→ 0, n −→∞

sau

2) 1
n

n∑

k=1

Xk − an
a.s.−−→ 0, n −→∞

De obicei se consideră cazul ı̂n care an = 1
n

n∑

k=1

E(Xk).

In cazul 1) (resp. 2)) se spune că şirul (Xn)n∈IN∗ satisface legea slabă a
numerelor mari (resp. legea tare a numerelor mari) sau că (Xn)n∈IN∗

este slab stabil (resp. tare stabil).

Teorema 4.3. (Hincin) Fie (Xn)n∈IN∗ un şir de v. a. independente, iden-
tic repartizate, având valoarea medie m (m < ∞). Atunci şirul (Xn)n∈IN∗

verifică legea slabă a numerelor mari.
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Teorema 4.4. (Teorema lui Bernoulli) Să presupunem că se fac n
experienţe independente, ı̂n fiecare experienţă probabilitatea evenimentului
A fiind p, şi fie ν numărul de realizări ale evenimentului A, ı̂n cele n
experienţe. Dacă ε este un număr pozitiv arbitrar suficient de mic, atunci
lim

n→∞P (|ν
n
− p| < ε) = 1.

Observaţia 4.1. In cazul unei populaţii de volum mare, dacă se efectuează
o selecţie de volum n şi se obţin ν rezultate favorabile, atunci cu o prob-
abilitate apropiată de unitate, putem afirma că probabilitatea evenimentu-
lui cercetat este dată de frecvenţa relativă . Prin urmare, dacă ı̂n studiul
populaţiilor pentru care nu putem determina apriori probabilitatea de re-
alizare a unui eveniment, probabilitatea teoretică p se poate exprima pe cale
experimentală prin frecvenţa relativă ν

n a evenimentului considerat, fapt ce
constituie justificarea teoretică a folosirii frecvenţei ı̂n loc de probabilitate.

Corolarul 4.1. Pentru ∀ε > 0 avem lim
n→∞P (|fn − p| < ε) ≥ 1− pq

nε2
, unde

fn = ν
n ,ν=de câte ori s-a realizat evenimentul A ı̂n n probe independente.

Teorema 4.5. (Teorema lui Poisson) Fie şirul de evenimente
A1, A2, . . . . . . , An, . . . ale căror probabilităţi de verificare au valorile succe-
sive p1, p2, . . . , pn, . . .. Dacă notăm cu fn frecvenţa relativă a numărului care
indică de câte ori s-au realizat evenimentele A1, A2, . . . . . . , An, . . . şi cu p

expresia p = lim
n→∞

p1 + p2 + . . . + pn

n
, atunci

lim
n→∞P (|fn − p1 + p2 + . . . + pn

n
| < ε) = 1

Teorema 4.6. (Ceb̂ışev) Fie (Xn)n∈IN∗ un şir de v. a. independente astfel
ı̂ncât E(Xi) = mi, D

2(Xi) = σ2
i , ∀i ∈ IN∗. Dacă există o constantă M < ∞

astfel ı̂ncât σ2
i ≤ M,∀i ∈ IN∗, atunci şirul (Xn)n∈IN∗ verifică legea slabă a

numerelor mari.

Problema limită centrală

Teorema 4.7. (Teorema Moivre-Laplace) Se consideră v. a. bernoul-
liene X1, X2, . . . , Xn, n ∈ IN∗, adică

Xi =
{

1, cu probabilitatea p
0, cu probabilitatea q = 1− p

∀1 ≤ i ≤ n şi v. a. Sn = X1 + X2 + . . . + Xn, n ∈ IN∗. Atunci şirul de
v. a. (Yn)n∈IN∗ , Yn = Sn−np√

npq , n ∈ IN∗ converge ı̂n repartiţie către o v. a.
repartizată normal N(0, 1).

Teorema 4.8. (Teorema lui A. M. Leapunov) Fie X1, X2, . . . , Xn v. a.
independente. Să notăm mk = E(Xk), µ2

k = D2(Xk),
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ρ3
k = E(|Xk − mk|3), 1 ≤ k ≤ n, µ2(n) =

n∑

k=1

µ2
k, ρ

3(n) =
n∑

k=1

ρ3
k. Dacă

lim
n→∞

ρ(n)
µ(n)

= 0, atunci (Yn)n converge ı̂n repartiţie către v. a. Y , unde

Yn =

n∑

k=1

Xk −
n∑

k=1

mk

µ(n) şi Y ∼ N(0, 1).

4.2 Probleme rezolvate

1. Fie X o v. a. a cărei densitate de repartiţie este

f(x) =
{

xm

m! · e−x, x > 0
0, ı̂n rest

Să se arate că P (0 < X < 2(m + 1)) > m
m+1 .

Soluţie. Folosim inegalitatea lui Ceb̂ışev:
P (|X −E(X)| < ε) > 1− D2(X)

ε2

Avem E(X) =
∫∞
0 x · f(x)dx = 1

m!

∫∞
0 xm+1 · e−xdx = Γ(m+2)

m! =
= (m+1)!

m! = m + 1

E(X2) =
∫∞
0 x2 · f(x)dx = 1

m!

∫∞
0 xm+2 · e−xdx = Γ(m+3)

m! =
= (m+2)!

m! = (m + 1)(m + 2)

D2(X) = E(X2)− [E(X)]2 = m + 1

Luăm ε = m + 1 =⇒ P (|X − (m + 1)| < m + 1) > 1− m+1
(m+1)2

=
= m

m+1 =⇒ P (0 < X < 2(m + 1)) > m
m+1

2. Se aruncă o monedă de n ori. Cât de mare trebuie să fie n pentru ca
P

(∣∣α
n − 1

2

∣∣ < 1
100

)
> 0, 99, ştiind că α reprezintă numărul de apariţii

ale unei feţe alese de mai ı̂nainte.

Soluţie. Se ştie că D2(X) = E((X − E(X))2) = E2(|X − E(X)|)
Folosim inegalitatea lui Ceb̂ışev şi obţinem

P
(∣∣α

n − 1
2

∣∣ < 1
100

)
> 1− E2(|αn− 1

2 |)
10−4

E
(∣∣α

n − 1
2

∣∣) = E
(∣∣α

n − 1
2

∣∣2
)

= E
(

α2

n2 − α
n + 1

4

)
= E(α2)

n2 − E(α)
n + 1

4 =

= n2p2

n2 + npq
n2 − np

n + 1
4 = 1

4n , deoarece p = q = 1
2

Deci P
(∣∣α

n − 1
2

∣∣ < 1
100

)
> 1− 104

4n

Aflăm n din inegalitatea 1− 104

4n > 0, 99 =⇒ n > 52 · 104
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3. O variabilă aleatoare X are E(X) = 80, E2(X) = 6416. Să se deter-
mine o limită inferioară a probabilităţii P (40 < X < 120).

Soluţie. 40 < X < 120 ⇐⇒ 80 − 40 < X < 80 + 40 ⇐⇒ −40 < X −
80 < 40 ⇐⇒ |X − 80| < 40 =⇒ P (40 < X < 120) = P (|X − 80| < 40)

Folosim inegalitatea lui Ceb̂ışev şi luăm ε = 40

Calculăm D2(X) = E2(X) = (E(X))2 = 16

Avem P (|X − 80| < 40) > 1− 16
1600 = 0, 99

4. Limita superioară a probabilităţii ca abaterile, ı̂n modul, ale valorilor
v. a. X faţă de medie, să fie mai mare decât 3, este 0,96. Să se afle
D2(X).

Soluţie. Folosim inegalitatea lui Ceb̂ışev :

P (|X − E(X)| ≥ ε) < D2(X)
ε2

P (|X − E(X)| ≥ 3) < D2(X)
9 = 0, 96 =⇒ D2(X) = 8, 64

5. Cu ce probabilitate putem afirma că din 100 de aruncări ale unei mon-
ede, stema apare de un număr de ori cuprins ı̂ntre 40 şi 60?

Soluţie. Aplicăm formula lui Moivre-Laplace:
P (α ≤ Xn−np√

npq ≤ β) ' Φ(β)− Φ(α) ⇐⇒ P (α ≤
√

n
pq (Xn − p) ≤ β) '

' Φ(β) − Φ(α), unde Xn e v. a. ce ne dă numărul de apariţii ale
stemei când aruncăm moneda de n ori

Avem p = q = 1
2 , n = 100 =⇒ α =

√
100
1
2
· 1
2

(0, 4− 0, 5) = −2, β =

=
√

100
1
2
· 1
2

(0, 6− 0, 5) = 2

Atunci P (0, 4 ≤ Xn ≤ 0, 6) ' Φ(2)−Φ(−2) = 2Φ(2)−1 ' 2 ·0, 9772−
−1 = 0, 9544

6. De câte ori trebuie aruncată o monedă pentru ca să putem spune cu
o probabilitate de 0,6 că abaterea frecvenţei de apariţie a stemei de la
probabilitatea p = 1

2 să fie mai mică decât 0,01?

Soluţie. Cf. teoremei Moivre-Laplace avem P (
√

n
pq |Xn − p| ≤ β) '

' 2Φ(β)− 1

Ştim 2Φ(β)− 1 = 0, 6 =⇒ Φ(β) = 0, 8 =⇒ β = 0, 84

Dar 0, 84 =
√

n
1
2
· 1
2

· 0, 01 =⇒ n = 1764
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7. Se aruncă de 360 de ori o pereche de zaruri. Cu ce probabilitate ne
putem aştepta să apară 12 puncte (dubla 6) de un număr de ori cuprins
ı̂ntre 8 şi 12?

Soluţie. Probabilitatea ca să apară 12 puncte ı̂ntr-o aruncare cu 2
zaruri este p = 1

36 , iar probabilitatea ca să nu apară 12 puncte este
q = 1− p = 35

36

Cf. teoremei Moivre-Laplace =⇒ P (α ≤
√

n
pq (Xn − p) ≤ β) ' Φ(β)−

−Φ(α)

n = 360, α =
√

360
1
36
· 35
36

· ( 8
360 − 1

36

)
= − 6

5
√

3,5
' −0, 641, β =

√
360
1
36
· 35
36

·
· ( 12

360 − 1
36

)
= 6

5
√

3,5
' 0, 641

P (− 6
5
√

3,5
≤ Xn− 1

36 ≤ 6
5
√

3,5
) ' 2Φ(β)−1 = 2 ·0, 7389−1 = 0, 48

8. Probabilitatea ca o anumită operaţie chirurgicală să fie un succes este
0,8. Dacă operaţia este făcută la 120 de persoane, găsiţi probabilitatea
ca mai mult de 90 de operaţii să aibă succces?

Soluţie. Dacă X este v. a. binomială ce reprezintă numărul de operaţii
cu succes, atunci vrem să aflăm probabilitatea P (X ≥ 90).

Cum n e mare, vom folosi distribuţia normală cu m = 120 ·0, 8 = 96 şi
σ =

√
120 · 0, 8 · 0, 2 = 4, 38 pentru a aproxima distribuţia binomială

a lui X.

Obţinem P (X ≥ 90) = P (X−96
4,38 ≥ 90−96

4,38 ) = P (X−96
4,38 ≥ −1, 37) =

1− P (X−96
4,38 < −1, 37) = 1− Φ(−1, 37) = 0, 9147.

9. Probabilitatea obţinerii unei piese rebut din producţia unei maşini
automate este p = 0, 005. Să se determine probabilitatea ca din 10000
de piese fabricate la această maşină , numărul pieselor rebut să fie:

a) ı̂ntre 60 şi 70;

b) cel mult 70.

Soluţie. Fie Xk ∼
(

0 1
0, 995 0, 005

)
, k ∈ IN∗ şi Sn =

n∑

k=1

Xk

Sn reprezintă numărul de piese rebut; este o v. a. cu o repartiţie
binomială de parametrii n = 10000, p = 0, 005. Deci E(Sn) = np =
= 50, D2(Sn) = npq = 49, 75, σ =

√
D2(Sn) ≈ 7

Cf. teoremei Moivre-Laplace, repartiţia limită a repartiţiei binomiale
este repartiţia normală de parametrii np şi

√
npq şi rezultă că

P (a ≤ Sn ≤ b) ' Φ
(

b−np√
npq

)
− Φ

(
a−np√

npq

)
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a) P (60 ≤ Sn ≤ 70) ' Φ
(

70−50
7

)− Φ
(

60−50
7

)
= Φ

(
20
7

)− Φ
(

10
7

)
=

= 0, 49788− 0, 42364 ' 0, 07

b) P (0 ≤ Sn ≤ 70) ' Φ
(

70−50
7

)− Φ
(−50

7

) ' 0, 997

10. 500 de aparate de tipul I şi 1000 de aparate de tipul II cu aceeaşi
destinaţie sunt ı̂n serviciu. Ele trebuie reparate după exploatare cu
probabilitatea de 0,3 pentru tipul I şi de 0,4 pentru tipul II.

1) Să se determine probabilitatea ca numărul de aparate ce trebuie
reparate să fie cuprins ı̂ntre 250 şi 350;

2) Să se determine numărul de reparaţii n ce trebuie efectuate ı̂n atelier
pentru ca probabilitatea p a numărului de aparate ı̂n reparaţie să fie
p = 0, 9.

Soluţie. 1) Fie evenimentul A= aparatul trebuie reparat şi X= numărul
de apariţii ale evenimentului A; X este o v. a. repartizată normal

Atunci E(X) = 500 · 0, 3 + 1000 · 0, 4 = 550, D2(X) = 500 · 0, 3 · 0, 7+
+1000 · 0, 4 · 0, 6 = 345

P (250 ≤ X ≤ 350) ' P (250 < X < 350) = P (|X − 300| < 50) =
= 2Φ

(
50√
345

)
− 1

2) P (X < n) = 0, 9 = Φ
(

n−300√
345

)

Din tabele Φ(1, 27) ' 0, 9 =⇒ n−300√
345

= 1, 27 =⇒ n ' 323

11. O ı̂ntreprindere fabrică un anumit produs cu 50/0 rebuturi. Ce co-
mandă trebuie să facă un beneficiar pentru ca, cu probabilitatea 0,8,
să nu achiziţioneze mai mult de 4 produse defecte?

Soluţie. Fie X= numărul de produse fără defecte achiziţionate dintr-o
comandă de n produse

Cf. teoremei Moivre-Laplace =⇒ 0, 8 = P (X ≥ 5) ' 1−Φ
(

5−0,05n√
0,05·0,95·n

)

Din tabel Φ(0, 84) ' 0, 8

Deci 5−0,05n√
0,05·0,95·n = −0, 84 =⇒ n ' 144 (deoarece Φ(0, 84) = 1−

−Φ(−0, 84))

12. Presupunem că 120 de persoane stau la coada unei casierii pentru a-şi
primi drepturile băneşti. Sumele care trebuie primite de fiecare sunt v.
a. X1, . . . , X120 independente şi identic repartizate cu media m = 50 şi
abaterea standard σ = 30. Casieria dispune de 6500 unităţi monetare.
Calculaţi probabilitatea ca toate persoanele să-şi primească drepturile.
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Soluţie. Notăm S = X1 + . . . + X120

S poate fi aproximată cu o v. a. normală cu E(S) = E(
120∑

k=1

Xk) =

=
120∑

k=1

E(Xk) = 120 ·50 = 6000 şi D2(S) = D2(
120∑

k=1

Xk) =
120∑

k=1

D2(Xk) =

= 120 · 302 = 108000

Atunci P (S ≤ 6500) ' Φ
(

6500−6000√
108000

)
' 0, 936

13. La un restaurant pot servi prânzul 75 de clienţi. Din practică , pro-
prietarul ştie ca 200/0 dintre clienţii care au rezervat loc nu se mai
prezintă .

a) Proprietarul acceptă 90 de rezervări. Care este probabilitatea ca să
se prezinte mai mult de 50 de clienţi?

b) Câte rezervări trebuie să accepte proprietarul pentru ca, cu o prob-
abilitate mai mare sau egală cu 0,9, să poată servi toţi clienţii care se
prezintă ? (Φ(1, 281) = 0, 9)

Soluţie. a) Fie X v. a. ce reprezintă numărul de clienţi care se prezintă
la restaurant ; X este repartizată binomial cu p = 0, 8.

Avem n = 90, E(X) = np = 72, D2(X) = npq = 14, 4 =⇒ σ =
=
√

14, 4 ' 3, 795

Cf. th. Moivre -Laplace obţinem P (X > 50) = 1− P (X ≤ 50) = 1−
−P

(
X−np

σ ≤ 50−72
3,795

)
= 1−Φ(−5, 797) = 1−1+Φ(5, 975) = Φ(5, 975) '

' 1

b) Vom determina n astfel ı̂ncât P (X ≤ 75) ≥ 0, 9

P (X ≤ 75) = P
(

X−np√
npq ≤ 75−0,8n√

0,16n

)
≥ 0, 9 = Φ(1, 281) =⇒ 75−0,8n√

0,16n
≥

≥ 1, 281 =⇒ n < 88

14. Probabilitatea de câştig la ruletă este de 1
35 . Presupunem că la fiecare

joc, un jucător poate câştiga sau pierde 1 dolar.

a) Câte jocuri trebuie jucate zilnic ı̂n cazino astfel ı̂ncât cu proba-
bilitatea 0,5, câştigul cazinoului să fie cel puţin 1000 dolari zilnic.
(Φ(0) = 0, 5)

b) Să se determine apoi procentul zilelor ı̂n care cazinoul pierde.

Soluţie. a) Fie Xi v. a. ce reprezintă profitul cazinoului ı̂ntr-o zi;

Xi ∼
(

0 1
34
35

1
35

)
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P (
n∑

i=1

Xi > 1000) = 1− P (
n∑

i=1

Xi ≤ 1000) = 1−

−P




n∑

i=1

Xi − n · 1
35q

n· 1
35
· 34
35

≤ 1000−n· 1
35q

n· 1
35
· 34
35




= 1− Φ

(
1000−n· 1

35q
n· 1

35
· 34
35

)
= 0, 5 =⇒

=⇒ Φ

(
1000−n· 1

35q
n· 1

35
· 34
35

)
= 0, 5 =⇒ 1000−n· 1

35q
n· 1

35
· 34
35

= 0 =⇒ n = 35000

b) P

(
35000∑

i=1

Xi < 0

)
= Φ

(
−1000q

35000· 1
35
· 34
35

)
' 0

15. Calitatea unor piese este apreciată prin caracteristica X care este
repartizată normal cu media 10 cm şi abaterea medie pătratică 0,15
cm. Piesele sunt acceptate numai dacă valorile caracteristicii X sunt
cuprinse ı̂n intervalul (9,8 cm, 10,2 cm). Firma producătoare are o co-
mandă de 3000 de piese. Să se determine numărul de piese care trebuie
să fie produse de firmă astfel ı̂ncât să se poată onora contractul.

Soluţie. Fie n numărul de piese care trebuie să fie produse de firmă
astfel ı̂ncât contractul să fie onorat, x numărul pieselor contractate şi
p probabilitatea realizării evenimentului (9,8 cm< X <10,2 cm)

Cf. teoremei lui Bernoulli, pentru n suficient de mare se poate consid-
era n ≈ x · 1

p

P (9, 8 < X < 10, 2) = Φ(10,2−10
0,15 )− Φ(9,8−10

0,15 ) = 0, 81

Deci n = 3000 · 1
0,81 = 3690

16. Pentru un studiu biologic sunt cercetate 1000 de probe independente,
dacă au sau nu o anumită caracteristică biologică . Să se determine o
margine inferioară a probabilităţii ca diferenţa, ı̂n valoare absolută ,
dintre frecvenţa relativă şi probabilitatea p de a apărea caracteristica
ı̂ntr-o probă , să fie mai mică decât 0,03.

Soluţie. Cf. consecinţei teoremei lui Bernoulli =⇒ p = q = 1
2 , ε =

= 0, 03 =⇒ P (|xn − p| < 0, 03) ≥ 1− pq
nε2 = 1−

1
2
· 1
2

1000·0,032 = 0, 72

17. Fie şirurile de variabile aleatoare definite pe acelaşi câmp de probabil-

itate (Xn)n≥1, (Yn)n≥1, (Zn)n≥1, unde Xn ∼
(−5n 0 5n

1
3n2 1− 2

3n2
1

3n2

)
,
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Yn ∼
(−n2 0 n2

α−n 1− 2α−n α−n

)
şi Zn are densitatea de repartiţie

fn(x) =
{

λ−ne−
x

λn , x > 0
0, ı̂n rest

∀n ≥ 1, λ > 0. Să se verifice aplicabilitatea teoremei lui Ceb̂ışev celor
trei şiruri.

Soluţie. Teorema este aplicabilă dacă media e finită şi dispersia este
egal mărginită .

E(Xn) = (−5n) · 1
3n2 + 0 · (1− 2

3n2 ) + 5n · 1
3n2 = 0, E(X2

n) = (−5n)2·
· 1
3n2 + 02 · (1 − 2

3n2 ) + (5n)2 · 1
3n2 = 50

3 , D2(Xn) = 50
3 =⇒ teorema se

aplică

E(Yn) = (−n2) · α−n + 0 · (1− 2α−n) + n2 · α−n = 0, E(Y 2
n ) =

= (−n2)2 · ·α−n +02 · (1−2α−n)+(n2)2 ·α−n = 2n4

αn , D2(Yn) = 2n4

αn =⇒
=⇒ lim

n→∞D2(Yn) = 0 =⇒ ∃c ∈ (0,∞) astfel ı̂ncât ∀n ≥ 1, D2(Yn) ≤
≤ c =⇒ teorema se aplică

E(Zn) =
∫∞
0 xλ−ne−

x
λn dx = λn, E(Z2

n) =
∫∞
0 x2λ−ne−

x
λn dx = 2λ2n =⇒

=⇒ D2(Zn) = λ2n =⇒

lim
n→∞D2(Zn) =





0, λ ∈ (0, 1)
1, λ = 1
∞, λ > 1

deci teorema se aplică numai dacă λ ∈ (0, 1]

18. Fie (Xn)n≥1 un şir de variabile aleatoare independente ce pot lua val-
orile ±√lg n cu probabilităţile P (Xk =

√
lg k) = P (Xk = −√lg k) =

= 1
2 , k = 2, 3, . . . , P (X1 = 0) = 1. Să se arate că şirul dat se supune

legii numerelor mari ı̂n formularea lui Ceb̂ışev.

Soluţie. Se constată că E(Xk) =
√

lg k · 1
2 +(−√lg k) · 1

2 = 0, E(X2
k) =

= (
√

lg k)2 · 1
2 + (−√lg k)2 · 1

2 = lg k, D2(Xk) = lg k, k = 2, 3, . . .

Luăm Yn = 1
n

n∑

k=1

Xk =⇒ E(Yn) =
1
n

n∑

k=1

E(Xk) = 0

D2(Yn) = 1
n2

n∑

k=1

D2(Xk) =
1
n2

n∑

k=1

lg k

D2(Yn) poate fi majorată astfel:
n∑

k=1

lg k <

∫ n+1

1
lg xdx = x lg x/n+1

1 −
∫ n+1

1
dx = (n + 1) lg(n + 1)−

−n =⇒ D2(Yn) < (n+1) lg(n+1)
n2 =⇒ lim

n→∞D2(Yn) = 0
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Sunt ı̂ndeplinite condiţiile teoremei Markov şi rezultă

lim
n→∞P

(∣∣∣∣∣
1
n

n∑

k=1

Xk − 1
n

n∑

k=1

E(Xk)

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1 =⇒ şirului dat i se poate

aplica legea numerelor mari

19. Fie (Xn)n≥1 un şir de variabile aleatoare independente astfel ı̂ncât
P (Xn = 1

nβ ) = P (Xn = − 1
nβ ) = p, cu 1

3 < β ≤ 1
2 , n ∈ IN∗ şi

P (Xn = 0) = 1− 2p. Să se arate că şirului (Xn)n≥1 i se poate aplica
teorema lui Leapunov.

Soluţie. Obţinem E(Xk) = 1
kβ · p + (− 1

kβ ) · p = 0, E(X2
k) = ( 1

kβ )2 · p+

+(− 1
kβ )2 · p = 2p

k2β = µ2
k,E(|Xk|3) = 2p

k3β = ρ3
k =⇒ µ2(n) =

n∑

k=1

µ2
k =

= 2p
n∑

k=1

1
k2β

, ρ3(n) =
n∑

k=1

ρ3
k = 2p

n∑

k=1

1
k3β

Cum 1
3 < β ≤ 1

2 =⇒ 1 < 3β ≤ 3
2 =⇒ lim

n→∞

n∑

k=1

1
k3β

=
∞∑

k=1

1
k3β

e o serie

convergentă
n∑

k=1

1
k2β

>
n∑

k=1

1
k

ce tinde la ∞ când n −→∞

Condiţia lui Leapunov lim
n→∞

3
√

ρ(n)3√
µ(n)2

= 0 e ı̂ndeplinită =⇒ şirului

(Xn)n≥1 i se poate aplica teorema lui Leapunov

20. Fie (Xn)n≥1 un şir de variabile aleatoare independente pentru care
P (Xn = 3n−1) = P (Xn = −3n−1) = 1

2 , n = 1, 2, 3, . . . Dacă notăm cu

Yn = 1
Sn

n∑

k=1

Xk, unde Sn = D2(
n∑

k=1

Xk), să se arate că Yn nu converge

ı̂n probabilitate către 0.

Soluţie. Avem E(Xk) = 3k−1 · 1
2 + (−3k−1) · 1

2 = 0, E(X2
k) = (3k−1)2·

·12 + (−3k−1)2 · 1
2 = 32(k−1), D2(Xk) = 32(k−1)

D2(
n∑

k=1

Xk) =
n∑

k=1

D2(Xk) =
n∑

k=1

32(k−1) =
32n − 1
32 − 1

=
9n − 1

8

|Xn| = |Xn + Xn−1 −Xn−1| ≤ |Xn + Xn−1|+ |Xn−1| ≤ |Xn + Xn−1+
+ . . . + X1|+ |Xn−1|+ . . . + |X1| =⇒ |Yn| ≥ |Xn|−|X1|−|X2|−...−|Xn−1|

Sn
=

= 3n−1−(1+3+...+3n−2)q
9n−1

8

>
√

2
3 =⇒ P (|Yn| >

√
2

3 ) = 1 =⇒ P (|Yn| > ε) nu
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tinde la 0, dacă ε ≤
√

2
3 =⇒ (Yn)n nu converge ı̂n probabilitate către

0

21. Dacă funcţiile de repartiţie corespunzătoare şirului de variabile (Xn)n

tind către o repartiţie limită şi dacă şirul (Yn)n converge ı̂n probabili-
tate la 0, atunci şirul (XnYn)n converge ı̂n probabilitate către 0.

Soluţie. Fie a ∈ IR, a > 0 =⇒ {
ω/|Xn(ω)Yn(ω)| > ε

} ⊂
⊂ {

ω/|Xn(ω)| > a
} ∪ {

ω/|Yn(ω)| > ε
a

}
=⇒

=⇒ P (
{
ω/|Xn(ω)Yn(ω)| > ε

}
) ≤ P (

{
ω/|Xn(ω)| > a

}
)+

+P (
{
ω/|Yn(ω)| > ε

a

}
) ≤ P (Xn(ω) < −a) + 1− P (Xn(ω) ≤ a)+

+P (|Yn(ω)| > ε
a) ≤ Fn(−a) + 1− Fn(a) + P (|Yn(ω)| > ε

a)

Dacă a e luat astfel ı̂ncât −a şi a să fie puncte de continuitate pentru
funcţia de repartiţie limită F , atunci din ipoteză obţinem
lim sup

n→∞
P (

{
ω/|Xn(ω)Yn(ω)| > ε

}
) ≤ F (−a) + 1− F (a)

Alegem a astfel ı̂ncât −a şi a să fie puncte de continuitate pentru F
şi, ı̂n plus, să avem F (−a) < δ

2 , 1− F (a) < δ
2 cu δ > 0 =⇒

=⇒ lim sup
n→∞

P (
{
ω/|Xn(ω)Yn(ω)| > ε

}
) ≤ δ

Cum δ e arbitrar =⇒ (XnYn)n converge ı̂n probabilitate către 0

22. Fie (Xn)n un şir de variabile aleatoare Poisson, independente cu E(Xk) =

= λk şi Yn = 1
n

n∑

k=1

Xk. Să se arate că dacă există lim
n→∞

1
n

n∑

k=1

λk = λ,

atunci şirul de variabile aleatoare (Yn)n converge ı̂n probabilitate către
λ.

Soluţie. Cum (Xn)n un şir de variabile aleatoare Poisson =⇒ λk =
= E(Xk) = D2(Xk)

Cum variabilele Xn sunt independente =⇒ D2(Yn) = 1
n2

n∑

k=1

D2(Xk) =

= 1
n2

n∑

k=1

λk =
1
n
·

n∑

k=1

λk

n
−→ 0, când n −→∞

E(Yn) = 1
n

n∑

k=1

E(Xk) =
1
n

n∑

k=1

λk −→ λ

Folosind inegalitatea lui Ceb̂ışev =⇒ 0 ≤ P (|Yn−λ| ≥ ε) < D2(Yn)
ε2 −→

−→ 0, deci P (|Yn − λ| ≥ ε) −→ 0 =⇒ (Yn)n converge ı̂n probabilitate
către 0
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23. Fie (Xn)n un şir de v. a. independente astfel ı̂ncât P (Xn = 1) =
= 1 − 1

n , P (Xn = n) = 1
n , n > 1. Să se arate că (Xn)n converge ı̂n

probabilitate la 1, când n −→∞, dar (Xn)n nu converge aproape sigur
la 1, când n −→∞.

Soluţie. ∀ε > 0, P (|Xn−1| > ε) = P (Xn = n) = 1
n −→ 0 =⇒ Xn

P−→ 1

Xn
a.s−−→ X ⇐⇒ ∀ε > 0,∀δ ∈ (0, 1)∃n0 astfel ı̂ncât ∀n > n0 avem

P (
⋂

m>n

{|Xm −X| < ε
}
) > 1− δ (1)

Pentru ∀ε > 0, δ ∈ (0, 1), N > n obţinem P (
⋂

m>n

{|Xm − 1| < ε
}
) ≤

≤ P (
N⋂

m=n+1

{|Xm − 1| < ε
}
) =

N∏

m=n+1

P (|Xm − 1| < ε) =

=
N∏

m=n+1

P (Xm = 1) =
N∏

m=n+1

(
1− 1

m

)
=

n

N
< 1 − δ cu condiţia să

alegem N astfel ı̂ncât N > n
1−δ =⇒ nu există n0 astfel ı̂ncât să aibă

loc (1) =⇒ (Xn)n nu converge aproape sigur la 1, când n −→∞

24. Fie α > 0 şi (Xn)n un şir de v. a. astfel ı̂ncât P (Xn = 1) =
= 1 − 1

nα , P (Xn = n) = 1
nα , n > 1. Să se arate că (Xn)n converge ı̂n

probabilitate la 1 şi (Xn)n converge ı̂n medie de ordinul r la 1, când
r < α, dar (Xn)n nu converge ı̂n medie de ordinul r la 1, când r ≥ α.

Soluţie. P (|Xn − 1| > ε) = P (Xn = n) = 1
nα −→ 0 =⇒ Xn

P−→ 1

Cum E(|Xn − 1|r) = 0 · (1− 1
nα

)
+ |n− 1|r · 1

nα = (n−1)r

nα =⇒

E(|Xn − 1|r) −→




0, r < α
1, r = α
∞, r > α

25. Fie (Xn)n un şir de v. a. având repartiţia Xn ∼
(
−n

2
r 0 n

2
r

1
2n2 1− 1

n2
1

2n2

)
.

Să se arate că (Xn)n converge aproape sigur către 0.

Soluţie. Aj,δ =
{
ω/|Xj(ω)| ≤ δ

}

Bn,δ =
∞⋂

j=n

Aj,δ
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Bc
n,δ =

∞⋃

j=n

Ac
j,δ

P (Bc
n,δ) = P (

∞⋃

j=n

Ac
j,δ) ≤

∞∑

j=n

P (Ac
j,δ) =

∞∑

j=n

P (|Xj(ω)| > δ)

Din definiţia şirului (Xn)n =⇒ pentru n ≥ 1, δ < 1 avem P (|Xj(ω)| >
δ) = P (Xj(ω) = −j

2
r )+P (Xj(ω) = j

2
r ) = 1

j =⇒ P (Bn,δ) ≤
∞∑

j=n

1
j2
−→

−→ 0 (când n −→∞)

lim
n→∞P (Bn,δ) = lim

n→∞P (
∞⋂

j=n

{
ω/|Xj(ω)| ≤ δ

}
) = 1

26. Fie (Xn)n un şir de v. a. pozitive cu densităţile de repartiţie date de

fn(x) =

{
xn−1e−x

(n−1)! , x > 0
0, x ≤ 0

Să se arate că şirul
(

Xn−E(Xn)√
D2(Xn)

)

n

urmează la limită o lege normală

N(0, 1).

Soluţie. E(Xn) = 1
(n−1)!

∫∞
0 xne−xdx = Γ(n+1)

(n−1)! = n

E(X2
n) = 1

(n−1)!

∫∞
0 xn+1e−xdx = Γ(n+2)

(n−1)! = n(n + 1)

D2(Xn) = n(n + 1)− n2 = n

Şirul Yn = Xn−E(Xn)√
D2(Xn)

devine Yn = Xn−n√
n

= 1√
n
Xn −

√
n

Dacă notăm ϕn(t) funcţia caracteristică a v. a. Yn şi reuşim să arătăm

că lim
n→∞ϕn(t) = e−

t2

2 , demonstraţia s-a ı̂ncheiat, deoarece folosim teo-
rema ce leagă ı̂ntre ele şirurile de funcţii de repartiţie şi cele caracter-
istice corespunzătoare unui şir de v. a.

Folosind definiţia funcţiei caracteristice avem

ϕn(t) =
∫∞
0 eit

�
x√
n
−√n

�
fn(x)dx = e−it

√
n· 1

(n−1)!

∫∞
0 xn−1e−

�
1− it√

n

�
x
dx =

= e−it
√

n
(
1− it√

n

)−n
(cu ajutorul funcţiei Γ)

ln ϕn(t) = −it
√

n− n ln
(
1− it√

n

)
= −it

√
n + n ·

(
it√
n
− t2

2n + o(n)
)

=

= − t2

2 + o′(n) , dacă
∣∣∣ t√

n

∣∣∣ < 1
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Cum lim
n→∞ ln ϕn(t) = − t2

2
=⇒ lim

n→∞ϕn(t) = e−
t2

2 =⇒

=⇒ lim
n→∞P

(
Xn(ω)−E(Xn)√

D2(Xn)
< x

)
=

1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

27. Se ştie că dacă (Xn)n∈IN∗ este un şir de v. a. convergent ı̂n me-
die pătratică , atunci lim

n→∞E(Xn) = E(X) şi lim
n→∞E(X2

n) = E(X2),
unde X = lim

n→∞Xn. Să se arate că dacă se ı̂nlocuieşte condiţia de
convergenţă ı̂n medie pătratică cu convergenţa ı̂n probabilitate, afirmaţia
nu mai este adevărată .

Soluţie. Fie (Xn)n∈IN∗ un şir de v. a. care pot lua valorile −(n +
4),−1, n+4 cu probabilităţile P (Xn = −n−4) = 1

n+4 , P (Xn = −1) =
= 1− 4

n+4 , P (Xn = n + 4) = 3
n+4

Avem lim
n→∞P (|Xn + 1| > ε) = 0, ceea ce arată că şirul (Xn)n∈IN∗

converge ı̂n probabilitate către -1.

Pe de altă parte E(Xn) = 1 + 4
n+4 , deci lim

n→∞E(Xn) = 1, de unde

rezultă concluzia că lim
n→∞E(Xn) = 1 6= −1 = E( lim

n→∞Xn).

28. Să se arate că există şiruri de v. a. care converg atât ı̂n medie de
ordinul r cât şi aproape sigur.

Soluţie. Fie şirul de v. a. (Xn)n∈IN∗ , unde Xn ∼
(− 1

n
1
n

1
2

1
2

)
Deoarece

E(|Xn|r) = 1
nr rezultă că lim

n→∞E(|Xn|r) = 0, ceea ce arată că şirul

(Xn)n∈IN∗ converge ı̂n medie de ordinul r.

Fie Tj,δ =
{
ω/|Xj(ω)| ≤ δ

}

Din felul cum am definit şirul (Xn)n∈IN∗ rezultă că pentru orice j < k
avem |Xj | > |Xk|.
Deci

{
ω/|Xj(ω)| ≤ δ

} ⊂ {
ω/|Xk(ω)| ≤ δ

}
=⇒ T1,δ ⊂ T2,δ ⊂ . . . ⊂

⊂ Tn,δ ⊂ Tn+1,δ ⊂ . . .

In acest caz Sn,δ =
∞⋂

j=n

Tj,δ = Tn,δ

Fie δ > 0 dat. Dacă n > 1
δ din definiţia şirului şi din relaţiile găsite

avem P (Sn,δ) = P (Tn,δ) = P (
{
ω/|Xn(ω)| ≤ δ

}
) = 1, ceea ce ı̂nseamnă

că (Xn)n∈IN∗ converge aproape sigur către 0.

29. Să se arate că poate exista un şir de v. a. convergent ı̂n medie pătratică
şi care să nu fie convergent aproape sigur.
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Soluţie. Fie (Yn)n∈IN∗ un şir de v. a. independente care iau doar
valorile -1,0,1 cu probabilităţile P (Yn = −1) = P (Yn = 1) = 1

2 4√n
,

P (Yn = 0) = 1− 1
4√n

, n = 1, 2, . . .

Pentru n ≥ 2 definim evenimentul En ca fiind evenimentul ce constă
ı̂n faptul că toţi Yi = 0 cu n−√n ≤ i < n.

Probabilitatea acestui eveniment este, datorită independenţei v. a.
(Yn)n∈IN∗ :

P (En) =
∏

n−√n≤i<n

P (Yi = 0) =
∏

n−√n≤i<n

(1− 1
4
√

i
)

Se ştie că pentru orice numır real, 0 ≤ b < 1 este adevărată inegalitatea
1− b ≤ e−b.

Utilizând acest fapt, putem scrie P (En) ≤ e

−
∑

n−√n≤i<n

1
4
√

i
, de unde

rezultă lim
n→∞P (En) = 0.

Definim, cu ajutorul şirului (Yn)n∈IN∗ considerat mai ı̂nainte şirul de
v. a. (Xn)n∈IN∗ astfel :

X1 = Y1

Xn =
{

Yn, dacă se realizează Ec
n

±1, cu probabilităţi egale dacă se realizează evenimentul En

pentru orice n ≥ 2

Avem E(Xn) = 0 şi E(X2
n) = P (En) + (1 − P (En)) 1

4√n
de unde

lim
n→∞E(X2

n) = 0, adică (Xn)n∈IN∗ converge ı̂n medie de ordinul 2 către

0. Să arătăm că şirul (Xn)n∈IN∗ nu converge aproape sigur către 0.

Să presupunem că şirul (Xn)n∈IN∗ converge aproape sigur către 0.

Atunci, deoarece v. a. limită X = 0, rezultă că pentru orice δ < 1
avem
Tj,δ =

{
ω/|Xj(ω)| ≤ δ

}
=

{
ω/Xj(ω) = 0

}
= Ec

j ∩
{
ω/Yj(ω) = 0

}

Prin urmare Tj,δ ⊂
{
ω/Yj(ω) = 0

}
şi Tj,δ ⊂ Ec

j

Deoarece Sn,δ =
∞⋂

j=n

Tj,δ va rezulta că putem scrie

S[m−√m],δ =
∞⋂

j=[m−√m]

Tj,δ ⊂
∞⋂

j=[m−√m]

{
ω/Yj(ω) = 0

} ⊂ Em, unde

prin [m−√m] ı̂nţelegem partea ı̂ntreagă a numărului m−√m.

Mai departe putem scrie Sn,δ =
∞⋂

j=n

Tj,δ ⊂
∞⋂

j=n

Ec
j ⊂ Ec

n.
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Deoarece am presupus că şirul (Xn)n∈IN∗ converge aproape sigur, rezultă
că pentru orice ε > 0 există un rang N = N(ε) astfel ı̂ncât P (Sn,δ) >
> 1− ε pentru toţi n ≥ N .

Alegând pe m astfel ı̂ncât m−√m ≥ N obţinem
P (Em) ≥ P (S[m−√m],δ) > 1− ε, rezultat ı̂n contradicţie cu
P (Ec

m) ≥ P (Sm,δ) > 1− ε

30. Convergenţa aproape sigură nu implică convergenţa ı̂n medie de or-
dinul r.

Soluţie. Fie (Xn)n∈IN∗ un şir de v. a. cu repartiţiile

Xn ∼
(
−n

2
r 0 n

2
r

1
2n2 1− 1

n2
1

2n2

)
, r > 0, n ∈ IN∗

Fie Tj,δ =
{
ω/|Xj(ω)| ≤ δ

}
, S =

∞⋂

j=n

Tj,δ şi Sc
n,δ =

∞⋃

j=n

T c
j,δ

Atunci P (Sc
n,δ) = P (

∞⋃

j=n

T c
j,δ) ≤

∞∑

j=n

P (T c
j,δ)) =

=
∞∑

j=n

P (
{
ω/|Xj(ω)| > δ

}
)

Din definiţia şirului de v. a. (Xn)n∈IN∗ urmează că pentru n ≥ 1 şi
δ < 1 avem P (

{
ω/|Xj(ω)| > δ

}
) = P (

{
ω/Xj(ω) = −j

2
r

}
)+

+P (
{
ω/Xj(ω) = j

2
r

}
) = 1

j2 , aşa că P (Sn,δ) ≤
∞∑

j=n

1
j2

Deci lim
n→∞P (Sn,δ) = lim

n→∞P (
∞⋂

j=n

{
ω/|Xj(ω)| ≤ δ

}
) = 1, adică (Xn)n∈IN∗

converge aproape sigur către 0.

Pe de altă parte, E(|Xn|r) = P (|Xn|r 6= 0) + P (|Xn|r = 0) = 1, deci
şirul (Xn)n∈IN∗ nu converge ı̂n medie de ordinul r către 0.

31. Să se arate că dacă un şir de v. a. converge ı̂n probabilitate, nu rezultă
că şirul dat converge aproape sigur.

Soluţie. Considerăm câmpul de probabilitate (Ω,K, P ), unde Ω =
= [0, 1),K = B[0,1), P măsura Lebesgue pe dreaptă .

Pentru fiecare număr natural m vom considera şirul de v. a.
X

(m)
1 , X

(m)
2 , . . . , X

(m)
m definite astfel:

X
(m)
j (ω) =

{
1, dacă ω ∈

[
j−1
m , j

m

)

0, ı̂n rest
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Punem X
(1)
1 (ω) = 1, ω ∈ [0, 1) şi considerăm următorul şir de v. a.

X
(1)
1 , X

(2)
1 , X

(2)
2 , X

(3)
1 , X

(3)
2 , X

(3)
3 , . . . , X

(n)
1 , X

(n)
2 , . . . , X

(n)
n , . . ..

Oricare ar fi ε > 0 avem
P (

{
ω/|X(n)

k (ω)| ≥ ε
}
) = P (

{
ω/ω ∈ [

k−1
n , k

n

) }
) = 1

n .

Dacă n > N(ε, η) atunci P (
{
ω/|X(n)

k (ω)| ≥ ε
}
) < η, deci şirul de v.

a. considerat converge ı̂n probabilitate către 0.

Se observă că şirul nu converge aproape sigur către 0. Intr-adevăr,
dacă ω0 ∈ [0, 1), atunci pentru orice m există un j astfel ı̂ncât
ω0 ∈

[
j−1
m , j

m

)
, deci X

(m)
j (ω0) = 1 şi de aici rezultă că ı̂n şirul

X
(1)
1 (ω0), X

(2)
1 (ω0), X

(2)
2 (ω0), X

(3)
1 (ω0), X

(3)
2 (ω0), X

(3)
3 (ω0), . . . oricare ar

fi rangul termenului din şir găsim după el termeni ai şirului egali cu 1,
care demonstrează afirmaţia.

32. Convergenţa ı̂n probabilitate nu implică ı̂ntotdeauna convergenţa ı̂n
medie de ordinul r.

Soluţie. Fie şirul de v. a. (Xn)n∈IN∗ , unde P (Xn = 0) = 1− 1
n2 ,

P (Xn = −n) = P (Xn = n) = 1
2n2 .

Atunci ∀ε > 0 şi ∀η > 0∃n > N(ε, η) astfel ı̂ncât P (|Xn| > ε) = 1
2n2 <

< η ı̂ndată ce n > N(ε, η), ceea ce arată că şirul (Xn)n∈IN∗ , converge
ı̂n probabilitate către 0.

Pe de altă parte, E(|Xn− 0|2) = E(X2
n) = 1, deci şirul nu converge ı̂n

medie de ordinul 2.

33. Să se arate că dacă (Xn)n∈IN∗ converge ı̂n repartiţie, nu rezultă că el
converge şi ı̂n probabilitate.

Soluţie. Considerăm câmpul de probabilitate (Ω,K, P ), unde Ω =
= [0, 1],K = B[0,1] şi P măsura Lebesgue pe dreaptă .

Definim şirul de v. a. (Xn)n∈IN∗ astfel:

Xn(ω) =
{

0, dacă ω ∈ [
0, 1

2

)
1, dacă ω ∈ [

1
2 , 1

]

şi v. a. X astfel

X(ω) =
{

1, dacă ω ∈ [
0, 1

2

)
0, dacă ω ∈ [

1
2 , 1

]

Atunci P (
{
ω/|Xn(ω) − X(ω)| = 1

}
) = 1, deci şirul (Xn)n∈IN∗ nu

converge ı̂n probabilitate către X.
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Funcţiile de repartiţie ale v. a Xn şi X sunt:

Fn(x) = P (
{
ω/Xn(ω) < x

}
) =





0, dacă x ≤ 0
1
2 , dacă 0 < x ≤ 1
1, dacă x > 1

F (x) = P (
{
ω/X(ω) < x

}
) =





0, dacă x ≤ 0
1
2 , dacă 0 < x ≤ 1
1, dacă x > 1

deci Fn(x) = F (x), x ∈ IR, n = 1, 2, . . . =⇒ lim
n→∞Fn(x) = F (x) ceea ce

dovedeşte că şirul (Xn)n∈IN∗ converge ı̂n repartiţie către X.

34. Se ştie că funcţia caracteristică este continuă pentru orice t ∈ IR,
precum şi teorema lui Helly. Să se arate că este esenţial ca limita ϕ(t)
să fie continuă ı̂n t = 0.

Soluţie. Fie

Fn(x) =





0, dacă x ≤ −n
x+n
2n , dacă −n < x < n

1, dacă x ≥ 1

Densitatea de repartiţie corespunzătoare este

fn(x) =
{

1
2n , dacă −n < x < n
0, ın rest

Sirul funcţiilor caracteristice este dat de ϕn(t) = 1
2n

∫ n
−n eitxdx = sin nt

nt

lim
n→∞ϕn(t) = ϕ(t) =

{
1, dacă t = 0
0, ı̂n rest

Se vede că funcţia limită nu este continuă ı̂n t = 0.

Corespunzător acestui fapt avem pentru orice x fixat lim
n→∞Fn(x) =

1
2
,

adică limita şirului (Fn(x))n∈IN∗ nu este o funcţie de repartiţie.

35. Să se arate că şirul funcţiilor de repartiţie (Fn(x))n∈IN∗ corespunzător
şirului de funcţii caracteristice (ϕn)n∈IN∗ date prin relaţiile ϕn(t) =
= eint, n ∈ IN∗ nu converge către o funcţie de repartiţie.

Soluţie. Se observă că şirul (ϕn)n∈IN∗ nu converge ı̂n afară de t =
= 2kπ. Nefiind ı̂ndeplinite condiţiile din teorema lui Helly, rezultă că
Fn(x))n∈IN∗ nu converge către o funcţie de repartiţie.
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Acest lucru se observă şi direct, şi anume ϕn(t) = eint reprezintă
funcţia caracteristică a v. a. Xn cu masa concentrată ı̂n punctul
n.

Deci

Fn(x) = P (
{
ω/Xn(ω) ≤ x

}
) = ε(x− n) ==

{
0, dacă x < n
1, ı̂n rest

Sub această formă se vede că lim
n→∞Fn(x) = 0 pentru orice x fixat.

4.3 Probleme propuse

1. Aplicând inegalitatea lui Ceb̂ışev, să se găsească limita inferioară a
probabilităţii inegalităţii

∣∣ α
105 − 1

6

∣∣ < 1
100 , unde α reprezintă numărul

de apariţii ale feţei 5 ı̂n 100000 aruncări de zar.

R: 71
72

2. Să se determine numărul n al probelor independente ı̂ncepând cu care
are loc P

(∣∣x
n − p

∣∣ < 0, 1
) ≥ 0, 97, dacă ı̂ntr-o singură probă evenimen-

tul se realizează cu o probabilitate p = 0, 8.

R: Cf. teoremei lui Bernoulli =⇒ n ≥ 534

3. Fie (Xn)n un şir de v. a. independente ale căror valori şi probabilităţi
sunt

Xk ∼
(
−k −(k − 1) . . . −1 0 1 . . . k − 1 k
1

3k3
1

3(k−1)3
. . . 1

3 1− 2
3(1 + . . . + 1

k3 ) 1
3 . . . 1

3(k−1)3
1

3k3

)

k = 1, 2, . . . Să se arate că şirul dat se supune legii numerelor mari ı̂n
formularea lui Ceb̂ışev.

4. Fie (Xn)n un şir de v. a. independente care pot lua valorile ±√n şi 0
cu probabilităţile P (X1 = 0) = 1, P (Xk =

√
k) = P (Xk = −

√
k) =

= 1
k , P (Xk = 0) = 1− 2

k , k = 2, 3, . . . Să se arate că şirul dat se supune
legii numerelor mari.

5. Fie (Xn)n un şir de v. a. independente de valori medii E(Xn) =
= 0, ∀n ≥ 1 şi dispersii D2(Xn) = nλ, ∀n ≥ 1, unde 0 < λ < 1. Să se
arate că şirul dat se supune legii numerelor mari.

6. Fie (Xn)n un şir de v. a. independente astfel ı̂ncât P (Xk = −
√

k) =
= P (Xk =

√
k) = 1

2 . Să se arate că şirului i se poate aplica teorema
lui Leapunov.

7. Fie (Xn)n un şir de v. a. cu densităţile de repartiţie

fXk
(x) =

{
1

ckα · e− x
ckα , x > 0, c > 0, 0 < α < 1

2
0, x ≤ 0
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Notăm Yn = 1
n

n∑

k=1

Xk, să se arate că şirul de v. a.
(
Yn − cnα

α+1

)
n

converge ı̂n probabilitate la 0.

R: Calculăm dispersia variabilei Yn − cnα

α+1 şi apoi folosim inegalitatea
lui Ceb̂ışev



Capitolul 5

Procese stochastice
(aleatoare)

5.1 Noţiuni teoretice

I.Lanţuri Markov omogene
Definiţia 5.1. Fie (Xn)n≥0 un şir de v. a. discrete, luând valori ı̂ntr-o

mulţime finită sau numărabilă S, numită spaţiul stărilor.
a) Şirul (Xn)n≥0 formează un lanţ Markov dacă pentru orice n ∈ IN∗

şi i0, . . . , in ∈ S, avem

P (Xn = in/X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1) = P (Xn = in/Xn−1 = in−1)

b) Un lanţ Markov se numeşte omogen dacă probabilităţile

P (Xn = i/Xn−1 = j) = pij

sunt independente de n. In cazul când lanţul Markov are un număr finit

de stări 1, 2, . . . , N , el se numeşte finit. Matricea P =




p11 . . . p1N
...

pN1 . . . pNN




se numeşte matricea probabilităţilor de trecere (tranziţie) a lanţului
Markov considerat.

Proprietăţi
1. Linia i a matricei P , formată din elementele pi1pi2 . . . piN conţine

probabilităţile de trecere din starea i ı̂n stările 1, 2, . . . , N .
2. P este o matrice stochastică , adică este formată din elemente

pozitive, iar suma elementelor fiecărei linii este 1.
3. Notând pij(n) = P (Xn = j/X0 = i), probabilitatea de a trece după

n paşi din starea i ı̂n starea j, se obţine matricea de trecere după n
paşi P (n) = (pij(n))i,j care verifică relaţia P (n) = Pn. In particular,
P (n) = P (n − 1)P şi P (n) = PP (n − 1), de unde rezultă ecuaţiile directe

124
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ale lui Kolmogorov pij(n) =
∑

k

pik(n − 1)pkj , i, j ∈ S, precum şi ecuaţiile

inverse pij(n) =
∑

k

pikpkj(n− 1), i, j ∈ S.

4. Repartiţia v. a. Xn ∼
(

1 2 . . . N
p1(n) p2(n) . . . pN (n)

)
este definită de

vectorul de probabilitate p(n) = (p1(n), p2(n), . . . , pN (n)), unde
p(n) = p(0)Pn.
Definiţia 5.2. Un lanţ Markov cu matricea de trecere P este ergodic dacă
lim

n→∞Pn = Π, unde Π este o matrice stochastică , având toate liniile egale

cu un anumit vector de probabilitate σ = (σ1σ2 . . . σn) numit repartiţia
staţionară a procesului.

Criteriu de ergodicitate Dacă ∃n > 0 astfel ı̂ncât matricea Pn să aibă
toate elementele strict pozitive, atunci lanţul este ergodic.

Găsirea repartiţiei staţionare Fie P matricea de trecere a unui lanţ
Markov ergodic, atunci distribuţia limită este unicul vector de probabilitate
σ satisfăcând ecuaţia vectorială σP = σ.
Observaţia 5.1. Dacă σ este repartiţia staţionară a unui lanţ Markov

ergodic, atunci şirul distribuţiilor p(n) la momentul n satisface relaţia

lim
n→∞p(n) = σ

II.Procese stochastice cu timp continuu de ordinul al doilea
Fie (X(t))t≥0 o familie de v. a. . Pentru orice n momente de timp

t1 < t2 < . . . < tn vectorul aleator cu componentele X(t1), . . . , X(tn) se
numeşte o secţiune n-dimensională a procesului.

Caracteristicile stochastice ale procesului X(t) sunt:
a) Media la momentul t : m(t) = E(X(t))
b) Variaţia la momentul t : V (t) = D2(X(t))
c) Funcţia de autocovarianţă : K(s, t) = cov(X(s), X(t))
d) Funcţia de autocorelaţie : r(s, t) = K(s,t)√

V (s)V (t)

Procesele cu proprietatea E(X(t))2 < ∞ se numesc funcţii aleatoare de
ordinul al doilea.
Definiţia 5.3. Procesul aleator (X(t))t≥0 se numeşte staţionar dacă

funcţia m(t) este constantă , iar funcţia de autocovarianţă K(s, t) depinde
numai de diferenţa t − s : cov(X(s), X(t)) = K(t − s) pentru o anumită
funcţie de o variabilă K(t) egală cu covarianţa dintre X(r) şi X(t+τ), τ ≥ 0.

Proprietăţi ale covarianţei unui proces staţionar:
1. K(t) = K(−t)
2. V (t) = K(0)
3. |K(t)| ≤ K(0)

Definiţia 5.4. Funcţia r(t) = K(t)
τ2 se numeşte funcţie de autocorelaţie

a procesului.
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Definiţia 5.5. Un proces (X(t))t≥0 este cu creşteri independente
staţionare dacă :

1. Pentru t1 < t2 < . . . < tn, variabilele X(t1), X(t2)−X(t1), . . . , X(tn)−
−X(tn−1) sunt independente ı̂n totalitate.

2. Pentru s < t, variabila aleatoare X(t)−X(s) are aceeaşi repartiţie ca
şi X(t− s)−X(0).

III.Procese Markov omogene
Considerăm un proces aleator cu timp continuu (X(t))t≥0, ı̂n care fiecare

v. a. X(t) este discretă şi ia valori ı̂ntr-o mulţime finită sau numărabilă S.
Definiţia 5.6. a) Procesul (X(t))t≥0 este un proces Markov dacă pentru
orice şir de momente t1 < t2 < . . . < tn şi orice stări i1, i2, . . . , in ∈ S avem

P (X(tn) = in/X(t1) = i1, . . . , X(tn−1) = in−1) =

= P (X(tn) = in/X(tn−1) = in−1)

b) Procesul Markov este omogen dacă P (X(t) = j/X(s) = i) = pij(t− s).
Matricea de funcţii P (t) = (pij(t))ij este matricea de trecere a pro-

cesului şi satisface relaţia P (s + t) = P (s)P (t).
Matricea qij = pij(0) se numeşte intensitatea de trecere din starea

i ı̂n starea j, iar matricea Q = (qij)i,j este matricea intensităţilor de
trecere.
Definiţia 5.7. Procesul se numeşte ergodic dacă lim

n→∞P (t) = Π, unde
Π este o matrice satisfăcând proprietăţile di definiţia 5.2, ı̂n raport cu
un anumit vector de probabilitate σ = (σ1σ2 . . . σn . . .) numit repartiţia
staţionară procesului.

IV.Clase importante de procese aleatoare
1. Mersul la ı̂ntâmplare pe o axă este un lanţ Markov cu spaţiul

stărilor ZZ, ı̂n care trecerea din starea i se poate face doar ı̂n starea i+1 (cu
probabilitatea pi) sau ı̂n starea i − 1, (cu probabilitatea qi); probabilităţile
de trecere sunt :

pij =





pi, j = i + 1
qi, j = i− 1
1− pi − qi, j = i
0, ı̂n rest

2. Procesele de ramificare sunt lanţuri Markov (Xn)n≥0, unde X0 =
= 1, X1 este o v. a. luând valori ı̂ntregi nenegative şi are funcţia gener-

atoare G(t), iar pentru n ≥ 1, Xn+1 =
Xn∑

k=1

Zk, unde (Zk)k este un şir de

v. a. , independente şi identic repartizate cu funcţia generatoare G(t) (Xn

poate reprezenta de exemplu numărul de particule din a n- a generaţie,
rezultate prin dezintegrarea succesivă a unei particule date, dacă numărul
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de descendenţi direcţi ai fiecărei particule este o v. a. cu funcţia generatoare
G(t))

3. Procese gaussiene Un proces cu timp continuu (X(t))t≥0 se numeşte
gaussian dacă orice secţiune n- dimensională a sa este un vector aleator cu
o repartiţie normală n- dimensională .

4. Procese Weiner Sunt procese gaussiene cu X(0) = 0, E(X(t)) = 0
şi creşteri independente staţionare.

5. Procesul Poisson cu intensitate λ Este un proces (N(t))t≥0 cu
creşteri independente staţionare astfel ı̂ncât N(0) = 0, iar pentru t > 0,
N(t) este o v. a. repartizată Poisson cu parametrul λt.
Observaţia 5.2. Fie T0 = 0, Tn = inf

{
t ≥ 0/N(t) = n

}
, momentul

producerii celui de-al n-lea eveniment Poisson şi Xn = Tn − Tn−1

(n ≥ 1), timpul de aşteptare dintre două evenimente succesive. Atunci
v. a. X1, X2, . . . Xn, . . . sunt independente şi fiecare din ele are repartiţia
exponenţială cu parametrul λ.

6. Procesul de naştere şi moarte Este analogul continuu al mersului
la ı̂ntâmplare : un proces cu timp continuu X(t))t≥0 şi valori ı̂ntregi având
intensităţile de trecere

qij =





λi, j = i + 1
µi, j = i− 1
−λi − µi, j = i
0, ı̂n rest

5.2 Probleme rezolvate

1. Fie Pjk(−n) = P (Xm = k/Xm+n = j), n = 1, 2, . . .. Să se arate că
lim

n→∞Pjk(−n) = P ∗
jk există şi că P ∗

jk formează o matrice stochastică .

Soluţie. Pjk(−n) = P (Xm=k,Xm+n=j)
P (Xm+n=j) = P (Xm+n=j/Xm=k)P (Xm=k)

P (Xm+n=j)

Deci lim
n→∞Pjk(−n) =

PkPkj

Pj
= P ∗

jk.

In consecinţă
N∑

k=1

P ∗
jk =

1
Pj

N∑

k=1

PkPkj .

Insă
N∑

k=1

PkPkj = Pj , aşadar,
N∑

k=1

P ∗
jk = 1, ceea ce ı̂nseamnă că P ∗

jk

formează o matrice stochastică .

2. O urnă conţine 4 bile, fiecare putând fi albă sau neagră . Presupunem
că se efectuează un şir de extrageri după următoarea regulă : dacă
la o extragere s-a obţinut o bilă albă , se pune ı̂n urnă o altă bilă ,
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neagră şi invers, dacă s-a obţinut o bilă neagră , aceasta se ı̂nlocuieşte
cu o bilă albă . Numărul bilelor albe existente ı̂n urnă după fiecare
extragere determină starea procesului.

a) Să se arate că acest proces este un lanţ Markov staţionar;

b) Să se afle matricea de trecere după un pas, după doi paşi.

Soluţie. a) Definim un şir de v. a. (Xn)n astfel ca Xn să reprezinte
numărul bilelor albe existente ı̂n urnă după cea de-a n- a extragere,
n = 1, 2, . . .. Vom arăta că procesul (Xn)n definit ı̂n acest exemplu
este un lanţ Markov staţionar.

Intr-adevăr, fie i = 0, 4 o valoare posibilă a v. a. Xk, k = 1, n. Atunci,
pentru a calcula P (Xk+1 = j/Xk = i,Xk−1 = ik−1, . . . , X1 = i1) tre-
buie specificat numărul i de bile albe existente ı̂n urnă după extragerea
k. In cea de-a k + 1-a extragere, probabilitatea de obţinere a unei bile
albe este i

4 . Dacă se extrage o bilă albă , numărul bilelor albe din urnă
va deveni i − 1, iar ı̂n caz contrar va deveni i + 1, a treia alternativă
fiind imposibilă . Deci,
P (Xk+1 = j/Xk = i,Xk−1 = ik−1, . . . , X1 = i1) =

= P (Xk+1 = j/Xk = i) =





i
4 , j = i− 1
1− i

4 , j = i + 1
0, ı̂n rest

valorile ik−1, . . . , i1 neinfluenţând cu nimic rezultatul obţinut. Cum
probabilităţile de trecere nu depind de k, se verifică şi caracterul
staţionar al lanţului.

b) Matricea stochastică a lanţului după un pas este următoarea :

P = (pij(1))i,j=0,4 =




0 1 0 0 0
1
4 0 3

4 0 0
0 2

4 0 2
4 0

0 0 3
4 0 1

4
0 0 0 1 0




Matricea stochastică după 2 paşi este

P 2 =




1
4 0 3

4 0 0
0 5

8 0 3
8 0

1
8 0 6

8 0 1
8

0 3
8 0 5

8 0
0 0 3

4 0 1
4




3. O urnă conţine 2 bile albe. Se alege din urnă o bilă la ı̂ntâmplare,
se vopseşte ı̂n roşu sau albastru şi se pune ı̂napoi. Apoi experimentul
continuă : dacă bila a fost nevopsită , se vopseşte la ı̂ntâmplare ı̂n roşu
sau albastru; dacă bila a fost vopsită , i se schimbă culoarea. Astfel,
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la un anumit moment, o bilă din urnă poate fi albă , roşie sau albastră
Starea urnei la orice moment este determinată de numărul de bile albe,
de bile roşii şi de bile albastre din ea.

a) Care sunt stările posibile ale urnei?

b) Să se scrie matricea corespunzătoare a probabilităţilor de trecere
după un pas.

Soluţie. a) S1 = (2, 0, 0) : 2 bile albe, nici o bilă roşie, nici o bilă
albastră

S2 = (1, 1, 0) : o bilă albă , o bilă roşie, nici o bilă albastră

S3 = (1, 0, 1) : o bilă albă , nici o bilă roşie, o bilă albastră

S4 = (0, 2, 0) : nici o bilă albă , 2 bile roşii, nici o bilă albastră

S5 = (0, 1, 1) : nici o bilă albă , o bilă roşie, o bilă albastră

S6 = (0, 0, 2) : nici o bilă albă , nici o bilă roşie, 2 bile albastre

b) P =




0 1
2

1
2 0 0 0

0 0 1
2

1
4

1
4 0

0 1
2 0 0 1

4
1
4

0 0 0 0 1 0
0 0 0 1

2 0 1
2

0 0 0 0 1 0




4. In modelul de hidrogen al lui Bohr electronul se poate găsi pe una
din mulţimea numerabilă de orbite ı̂n dependenţă de energia pe care
o posedă . Să presupunem, mai departe, că variaţia stării atomu-
lui are loc numai la momentele t1, t2, . . .. Probabilitatea de trecere
a electronului de pe orbita i pe orbita j ı̂n decurs de o secundă este
pij = cie−α|i−j|(α > 0). Să se calculeze: a) probabilităţile de trecere
ı̂n decurs de 2 secunde; b) constantele ci.

Soluţie. a) Probabilităţile de trecere a electronului de pe orbita i pe
orbita j la momentul ts depinde numai de i şi j şi nu depinde pe ce
orbită s-a găsit electronul la momentele anterioare lui ts. In acest caz,
avem un lanţ Markov cu un număr infinit de stări. Matricea de trecere
peste un pas este

P = (pij) =




c1 c1e−α c1e−2α c1e−3α . . .
c2e−α c2 c2e−α c2e−2α . . .
c3e−2α c3e−2α c3 c3e−α . . .
c4e−3α c4e−2α c4e−α c4 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .




De aici se pot obţine probabilităţile de trecere după doi paşi, adică ı̂n
decurs de două secunde P2 = P 2.
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De exemplu, p11(2) = c1(c1 + c2e−2α + c3e−4α + c4e−6α + . . .) etc.

Deoarece suma probabilităţilor fiecărei linii este 1, avem

c1

∞∑

k=0

e−kα = 1 =⇒ c1 · 1
1− e−α

= 1 =⇒ c1 = 1− e−α

c2(e−α +
∞∑

k=0

e−kα) = 1 =⇒ c2(e−α +
1

1− e−α
) = 1 =⇒

=⇒ c2 = 1+e−α

1+e−α+e−2α etc.

5. Două firme de distribuit pizza, Pizza Hut (H) şi Cuptorul cu lemne
(C), monopolizează piaţa ı̂n Bucureşti. Studiile de piaţă indică 600/0

şanse ca un client de la Pizza Hut să se ducă la Cuptorul cu lemne,
ı̂n timp ce sunt 25 0/0 şanse ca un client de la Cuptorul cu lemne să
treacă la Pizza Hut. Presupunem că un client obişnuit comandă pizza
zilnic şi că luni pizza vine de la Pizza Hut. Care este probabilitatea
ca miercuri pizza să vină de la Cuptorul cu lemne?

Soluţie. Fiecare zi este asociată cu una din cele 2 stări H şi C. Pre-
supunem H e starea 1 şi C este starea 2 şi P = (pij) matricea proba-
bilităţilor de trecere din starea i ı̂n starea j

Avem P =
(

0, 4 0, 6
0, 25 0, 75

)
.

Probabilitatea cerută este p12(2).

Obţinem P 2 =
(

0, 31 0, 69
0, 2875 0, 7125

)
.

Deci p12(2) = 0, 69.

6. Un meteorolog a dezvoltat următorul model pentru prezicerea vremii.
Dacă plouă azi, probabilitatea este 0,6 că va ploua şi mâine şi 0,4 că
nu va mai ploua mâine. Dacă nu plouă azi, probabilitatea este 0,2 că
va ploua şi mâine şi 0,8 că nu va ploua mâine.

a) Găsiţi matricea de trecere P pentru acest lanţ Markov şi matricea
de trecere după 2 paşi.

b) Dacă plouă azi, care este probabilitatea că va ploua şi poimâine?

c) Dacă nu plouă azi, care este probabilitatea ca să plouă şi poimâine?

Soluţie. a) Fie starea 1: ”plouă ” şi starea 2 ”nu plouă ”

P =
(

0, 6 0, 4
0, 2 0, 8

)

P 2 =
(

0, 44 0, 56
0, 28 0, 72

)
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b) p11(2) = 0, 44

c) p21(2) = 0, 28

7. Intr-un anumit model psihologic comportamentul unui copil la şcoală
ı̂ntr-o anumită zi e clasificat ”bun” sau ”rău”. Dacă un anumit copil
e bun azi, există o şansă de 0,9 că va fi bun şi mâine , ı̂n timp ce dacă
acest copil e rău azi, există o şansă de 0,3 ca el să fie rău şi mâine.
Dat fiind că acest copil e bun azi, găsiţi probabilitatea ca el să fie bun
ı̂ncă 4 zile.

Soluţie. Comportamentul copilului poate fi descris printr-un lanţ Markov
cu 2 stări, ”bun” (starea 1) şi ”rău” (starea 2). Matricea de trecere

pentru acest lanţ este P =
(

0, 9 0, 1
0, 7 0, 3

)

Probabilitatea ca acest copil să fie bun ı̂ncă 4 zile este probabilitatea
ca acest copil să fie ı̂n starea 1 după 4 paşi, adică se cere probabilitatea
p11(4).

Avem P 4 =
(

0, 875 0, 125
0, 974 0, 126

)
=⇒ p11(4) = 0, 875

8. Fie un lanţ Markov a cărui matrice de trecere este P =




0 1 0
0 1

2
1
2

1
3 0 2

3




a) Să se calculeze matricea probabilităţilor de trecere după 2, respectiv
3 paşi.

b) Lanţul este ergodic?

c) Dacă este ergodic, atunci să se determine probabilităţile limită .

Soluţie. a) P 2 =




0 1
2

1
2

1
6

1
4

7
12

2
9

1
3

4
9




P 3 =




1
6

1
4

7
12

7
36

7
24

37
72

4
27

7
18

25
54




b) Deoarece există un astfel de număr natural n, pentru care toate
elementele matricei Pn sunt strict pozitive, atunci, cf. criteriului de
ergodicitate, lanţul este ergodic.

c) Deoarece lanţul este ergodic, atunci există unicul vector (p1, p2, p3)

pentru care (p1, p2, p3) ·



0 1 0
0 1

2
1
2

1
3 0 2

3


 = (p1, p2, p3)
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De aici obţinem următorul sistem de ecuaţii :




1
3p3 = p1

p1 + 1
2p2 = p2

1
2p2 + 2

3p3 = p3

p1 + p2 + p3 = 1

a cărui soluţie este vectorul (1
6 , 1

3 , 1
2)

Prin urmare, dacă n −→∞, Pn tinde către matricea




1
6

1
3

1
2

1
6

1
3

1
2

1
6

1
3

1
2




9. Presupunem că ı̂nainte de a fi făcută o evidenţă a legăturii dintre fumat
şi bolile respiratorii, 400/0 din adulţii de sex masculin erau fumători
şi 600/0 erau nefumători. La un an după ce această evidenţă a fost
făcută public, 300/0 dintre fumători s-au oprit din fumat, ı̂n timp ce
100/0 din nefumători au ı̂nceput să fumeze.

a) Scrieţi matricea de trecere a lanţului Markov cu 2 stări;

b) Reprezentaţi distribuţia iniţială a fumătorilor şi nefumătorilor ca
un vector probabilitate;

c) Găsiţi vectorul probabilitate ce descrie distribuţia fumătorilor şi
nefumătorilor după un an;

d) Găsiţi vectorul probabilitate ce descrie distribuţia fumătorilor şi
nefumătorilor după 2 ani.

Soluţie. a) Stările sunt ”fumător” (starea 1) şi ”nefumător” (starea 2)

şi matricea de trecere este P =
(

0, 7 0, 3
0, 1 0, 9

)

b) (0, 4; 0, 6)

c) (0, 4; 0, 6)
(

0, 7 0, 3
0, 1 0, 9

)
= (0, 34; 0, 66)

d)P 2 =
(

0, 52 0, 48
0, 16 0, 84

)

(0, 4; 0, 6)P 2 = (0, 4; 0, 6)
(

0, 52 0, 48
0, 16 0, 84

)
= (0, 304; 0, 696)

10. In modelul stochastic de ı̂nvăţare bazat pe teoria selectării stimulilor
propus de W.K. Estes ı̂n 1950, se consideră un lanţ Markov cu 2 stări.
Astfel starea 1 semnifică faptul că subiectul a ı̂nvăţat, de exemplu,
să primească o alună sau să evite un şoc electric. Starea 2 semnifică
faptul că subiectul nu a ı̂nvăţat ı̂ncă . Se presupune că de ı̂ndată ce
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subiectul a ı̂nvăţat el nu mai uită , iar dacă nu a ı̂nvăţat ı̂ncă , el
va reuşi cu probabilitatea α să ı̂nveţe după fiecare ı̂ncercare. Să se
determine matricea de trecere şi să se calculeze p21(n).

Soluţie. P =
(

p11 p12

p21 p22

)
=

(
1 0
α 1− α

)

Pentru a calcula p21(n), adică probabilitatea de trecere din starea 2 ı̂n
starea 1 după n paşi, trebuie să determinăm matricea Pn. Calculăm
valorile proprii : det(P − λI2) = 0 =⇒ λ1 = 1, λ2 = 1− α

Determinăm vectorii proprii corespunzători din sistemele :
Pu = λ1u, Pv = λ2v şi rezultă u = (1, 1)t, v = (0, 1)t

Fie T =
(

1 0
1 1

)
şi D =

(
1 0
0 1− α

)

Atunci T−1PT = D =⇒ P = TDT−1 =⇒ Pn = TDnT−1 =
(

1 0
1 1

)
·

·
(

1 0
0 (1− α)n

)
·
(

1 0
−1 1

)
=

(
1 0

1− (1− α)n (1− α)n

)
=⇒ p21(n) =

= 1− (1− α)n

11. Un sistem de telecomunicaţii transmite cifrele 0 şi 1. Fiecare cifră
trece prin mai multe stadii de prelucrare, ı̂n fiecare stadiu existând
probabilitatea p ca să fie transmisă corect şi probabilitatea q = 1 − p
ca ea să fie transmisă greşit. Fie Xk cifra care intră ı̂n stadiul k de
prelucrare.

a) Scrieţi matricea P a lanţului Markov omogen cu stările
{
0, 1

}
astfel

obţinut şi calculaţi Pn, n ∈ IN∗, precum şi P (X2 = 1/X0 = 1),
P (X7 = 0/X3 = 1)

b) Determinaţi repartiţia staţionară

c) Dacă X0 ∼
(

0 1
1
3

2
3

)
, calculaţi repartiţia v. a. Xn şi

P (X0 = 0/Xn = 1)

Soluţie. a) Din ipoteză P (Xn+1 = 1/Xn = 1) =
= P (Xn+1 = 0/Xn = 0) = p

P (Xn+1 = 1/Xn = 0) = P (Xn+1 = 0/Xn = 1) = q, deci

P =
(

p00 p01

p10 p11

)
=

(
p q
q p

)

Determinăm valorile proprii ale lui P : det(P − λI2) = 0 =⇒
=⇒ λ1 = p− q, λ2 = 1

Determinăm vectorii proprii din sistemele Pu = λ1u şi Pv = λ2v
=⇒ u = (1,−1)t, v = (1, 1)t
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Fie T =
(

1 1
−1 1

)
şi D =

(
p− q 0

0 1

)

Obţinem T−1PT = D =⇒ P = TDT−1 =⇒ Pn = TDnT−1 =

=
(

1 1
−1 1

)
·
(

(p− q)n 0
0 1

)
·
(

1
2 −1

2
1
2

1
2

)
=

=
(

1
2 + 1

2(p− q)n 1
2 − 1

2(p− q)n

1
2 − 1

2(p− q)n 1
2 + 1

2(p− q)n

)

Atunci P (X2 = 1/X0 = 1) = p11(2) = 1
2 − 1

2(p− q)2

P (X7 = 0/X3 = 1) = p10(4) = 1
2 − 1

2(p− q)4

b) Avem lim
n→∞Pn =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
, deci repartiţia staţionară este σ = (1

2 , 1
2)

c) Notând p(n) = (P (Xn = 0), P (Xn = 1)) obţinem p(n) = p(0)Pn =

= (1
3 , 2

3)
(

1
2 + 1

2(p− q)n 1
2 − 1

2(p− q)n

1
2 − 1

2(p− q)n 1
2 + 1

2(p− q)n

)
=

= (1
2 − 1

6(p− q)n, 1
2 + 1

6(p− q)n)

Atunci P (X0 = 0/Xn = 1) = P (Xn=1/X0=0)P (X0=0)
P (Xn=1) = [ 1

2
− 1

2
(p−q)n] 1

3
1
2
+ 1

6
(p−q)n =

= 1−(p−q)n

3+(p−q)n

12. Dacă (Xn)n≥0 este un lanţ Markov omogen cu matricea probabilităţilor
de trecere P = (pij), atunci P (X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) =
= P (X0 = i0)pi0i1pi1i2 . . . pin−1in .

Soluţie. Aplicăm formula de ı̂nmulţire a probabilităţilor obţinem

P (X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) = P (X0 = i0)·
·P (X1 = i1/X0 = i0)P (X2 = i2/X1 = i1, X0 = i0) · . . .
·P (Xn = in/Xn−1 = in−1, . . . X0 = i0),
iar formula din enunţ rezultă ţinând cont că P (X1 = i1/X0 = i0) =
= pi0i1 , P (X2 = i2/X1 = i1, X0 = i0) = pi1i2 etc.

13. Matricea probabilităţilor de trecere ale unui lanţ Markov omogen este

P =




0, 1 0, 5 0, 4
0, 6 0, 2 0, 2
0, 3 0, 4 0, 3


, iar X0 ∼

(
1 2 3

0, 7 0, 2 0, 1

)
. Calculaţi repartiţia

variabilei X1 şi probabilitatea ca la momentele n = 0, 1, 2 lanţul să se
găsească ı̂n stările 1,2,2 respectiv.

Soluţie. p(1) = p(0)P = (0, 7, ; 0, 2; 0, 1)




0, 1 0, 5 0, 4
0, 6 0, 2 0, 2
0, 3 0, 4 0, 3


 =

= (0, 22; 0, 43; 0, 35)
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Deci X1 ∼
(

1 2 3
0, 22 0, 43 0, 35

)

Aplicând problema precedentă obţinem P (X0 = 1, X1 = 2, X2 = 2) =
= P (X0 = 1)P (X1 = 2/X0 = 1)P (X2 = 2/X1 = 2, X0 = 1) =
= P (X0 = 1)p12p22 = 0, 7 · 0, 5 · 0, 2 = 0, 07

14. Să presupunem că ı̂ntr-o uzină există o maşină care datorită procesului
tehnologic respectiv o perioadă de timp lucrează iar o perioadă stă ş.
a. m. d. Să notăm cu A0 starea maşinii când nu funcţionează şi cu A1

starea maşinii când funcţionează . Fie pjk probabilitatea ca din starea
Aj să se treacă ı̂n starea Ak(j, k = 0, 1) şi anume dacă la momentul t a
fost ı̂n starea Aj la momentul t + 1 să se treacă ı̂n starea Ak. In plus,
dacă presupunem că p01 = λ şi p10 = µ, atunci matricea de trecere

este
(

1− λ λ
µ 1− µ

)
. Să se calculeze lim

n→∞pi(n), i = 0, 1.

Soluţie. Introducând probabilităţile iniţiale P (X0 = i) = pi,

P (Xn = k) = pk(n) este dată de relaţia pk(n) =
∑

i

pipik(n),

k = 0, 1, . . . , n = 1, 2, . . ., care se mai poate scrie şi sub forma pk(n) =
=

∑

i

pi(n−r)pik(r), 0 ≤ r < n (1), unde pkk(0) = 1 şi pjk(0) = 0 dacă

j 6= k şi pj(0) = pj

Dacă P (X0 = i0) = 1 avem pi0 = 1 şi pj = 0, dacă j = i0, atunci
pk(n) = pi0k(n)

Să ne rêıntoarcem la exemplul considerat. In relaţia (1) luăm k =
= 1, r = 1, j = 0, 1 şi obţinem p1(n) = p0(n− 1)p01 + p1(n− 1)p11

Cum p0(k) + p1(k) = 1 =⇒ p0(n − 1) = 1 − p1(n − 1). In plus avem
p01 = λ şi p10 = µ.

Deci p1(n) = (1− p1(n− 1))λ + p1(n− 1)(1− µ).

Prin inducţie se obţine p1(n) = λ
λ+µ + (1− λ−µ)n

(
p1 − λ

λ+µ

)
şi cum

p0(n) = 1− p1(n), avem p0(n) = µ
λ+µ + (1− λ− µ)n

(
p0 − µ

λ+µ

)

Intr-adevăr, pentru n = 1, 2 avem
p1(1) = (1− p1(0))λ + p1(0)(1− µ) = p1(1− λ− µ) + λ; p1(0) =
= p1; p1(2) = p1(1)(1− λ− µ) + λ =⇒ p1(2) = p1(1− λ− µ)2 + λ(1−
−λ − µ) + λ, de unde adunând şi scăzând λ

λ+µ(1 − λ − µ)2 obţinem

p1(2) = (1 − λ − µ)2
(
p1 − λ

λ+µ

)
+ λ

λ+µ , p0 este probabilitatea ca la
momentul t = 0 maşina să stea, p1 este probabilitatea ca la momentul
t = 1 maşina să funcţioneze.
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Cum |1 − λ − µ| < 1, cu excepţia λ = µ = 0 sau λ = µ = 1 obţinem

lim
n→∞p1(n) =

λ

λ + µ
, lim
n→∞p0(n) =

µ

λ + µ

15. In lichidul dintr-un vas studiem particulele care realizează o mişcare
browniană . Delimităm o parte din vas şi cercetăm numărul partic-
ulelor care se află ı̂n acea parte la momentele t = 0, n; să notăm aceste
numere cu X1, X2, . . . , Xn. Presupunem că probabilitatea ca o par-
ticulă să iasă din partea delimitată ı̂n unitatea de timp, este egală cu
α, iar probabilitatea ca să intre ı̂n partea delimitată ı̂n aceeaşi unitate
de timp m particule este λm

m! e
−λ(m = 0, 1, . . .). Să se scrie proba-

bilităţile de trecere şi pk(n).

Soluţie. In acest caz probabilităţile de trecere vor fi

pjk = P (Xn+1 = k/Xn = j) =
min(j,k)∑

k

Ch
j αj−h(1− α)h λk−h

(k − h)
e−λ

Dacă se notează cu pk(n) probabilitatea ca la momentul t = n să avem

ı̂n porţiunea respectivă k particule, atunci pk(n) =
∞∑

0

pj(n − 1)pjk.

Stim că lim
n→∞pk(n) = pk, k = 0, 1, . . .

Introducând notaţia G(z) =
∞∑

0

pkz
k avem G(z) =

∞∑

j=0

pj(
∞∑

k=0

pjkz
k)

Tinând sema de expresia lui pjk obţinem
G(z) = eλ(z−1)G[1 + (1− α)(z − 1)] (*) deoarece
∞∑

k=0

pjkz
k = [α + (1− α)z]jeλ(z−1)

Inmulţim (*) cu e−
λ
α

(z−1) şi introducând notaţia H(z) = G(z)·e− λ
α

(z−1)

rezultă că H(z) = H[1 + (1 − α)n(z − 1)] şi cum termenii şirului
1 + (1− α)n(z − 1) sunt toţi ı̂n cercul unitate şi lim

n→∞[1 + (1− α)n(z−
−1)] = 0, având ı̂n vedere continuitatea lui H(z) ı̂n z = 1, obţinem că
H(z) = H(1) = G(1) = 1 =⇒ G(z) = e

λ
α

(z−1) şi astfel şi distribuţia
limită ( lim

n→∞pk(n) = pk) este o repartiţie Poisson cu valoarea medie α
n .

Repartiţia este ı̂n acest caz ı̂n mod natural staţionară .

16. Fie (Xn)n≥0 un şir de v. a. independente luând valori ı̂ntr-o mulţime
numărabilă S. Arătaţi că el este un lanţ Markov. In ce condiţii acest
lanţ este omogen?
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Soluţie. Datorită independenţei avem
P (Xn = in/X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1) = P (Xn = in) =
= P (Xn = in/Xn−1 = in−1), deci proprietatea Markov este satisfăcută

Pentru ca lanţul să fie omogen trebuie ca P (Xn = j/Xn−1 = i) =
= P (Xn = j) să nu depindă de n, deci P (Xm = j) =
= P (Xn = j), ∀m,n ∈ IN, j ∈ S, adică v. a. (Xn) trebuie să fie identic
repartizate.

17. Fie (X(t))t≥0 un proces cu creşteri independente staţionare, X(0) = 0
şi cu valori ı̂n IN. Notând P (X(t) = n) = pn(t), arătaţi că :

a) pentru s < t, P (X(t) = j/X(s) = i) = pj−i(t− s);

b) pentru t1 < t2 < . . . < tn, P (X(t1) = i1, . . . , X(tn) = in) =
= pi1(t1)pi2−i1(t2 − t1) . . . pin−in−1(tn − tn−1);

c) deduceţi că (X(t)) este un lanţ Markov omogen cu probabilităţi de
trecere pij(t) = pj−i(t).

Soluţie. a) P (X(t) = j/X(s) = i) = P (X(t)−X(s) = j−i/X(s) = i),
iar prin ipoteză variabilele X(t)−X(s) şi X(s) sunt independente, deci
P (X(t)−X(s) = j − i/X(s) = i) = pj−i(t− s)

b) Rezultă din relaţia P (X(t1) = i1, . . . , X(tn) = in) =
= P (X(t1) = i1, X(t2)−X(t1) = i2 − i1, . . . , X(tn)−X(tn−1) =
= in − in−1)

c) Cf. b), P (X(tn) = in/X(t1) = i1, . . . , X(tn−1) = in−1) =
= pin−1in+1(tn − tn−1) = P (X(tn) = in/X(tn−1) = in−1), deci propri-
etatea lui Markov este verificată .

Prin definiţie, pij(t) = P (X(s + t) = j/X(s) = i), iar cf. a), membrul
drept al ultimei relaţii este egal cu pj−i(t).

18. Fie X(t) un proces Poisson, unde 0 ≤ t ≤ 1 şi 0 ≤ k ≤ n. Stiind
că până la momentul 1 au loc n sosiri, care este probabilitatea să se
producă exact k sosiri ı̂n intervalul [0, t]?

Soluţie. P (X(t) = k/X(1) = n) = P (X(t)=k,X(1)=n)
P (X(1)=n) =

= P (X(t)=k,X(1)−X(t)=n−k)
P (X(1)=n) = P (X(t)=k)P (X(1)−X(t)=n−k)

P (X(1)=n) =

=
(λt)k

k!
·e−λt· [λ(1−t)]n−k

(n−k)!
·e−λ(1−t)

λn

n!
·e−λ

= Ck
ntk(1− t)n−k

19. Să se arate că pentru un proces Poisson X(t) are loc convergenţa ı̂n
probabilitate X(t)

t

p−→ λ dacă t −→∞.
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Soluţie. Folosind inegalitatea lui Ceb̂ışev pentru v. a. X(t)
t şi ţinând

cont că D2(X(t)) = λt (deoarece E(X(t)) =
n∑

k=0

k · (λt)k

k!
· e−λt = e−λt·

·λt

n∑

k=0

(λt)k−1

(k − 1)!
= e−λt · eλt ·λt = λt şi analog se calculează E(X2(t)) =

= λt + λ2t2) avem P (|X(t)
t − λ| > ε) <

D2(
X(t)

t
)

ε2 = λ
tε2 −→ 0, dacă

t −→∞, ceea ce demonstrează că X(t)
t

p−→ λ dacă t −→∞

5.3 Probleme propuse

1. Să se calculeze matricea probabilităţilor de trecere după 2 paşi, re-
spectiv 3 paşi pentru lanţul Markov a cărui matrice de trecere este

P =




0 1
2

1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0




R: P 2 =




1
2

1
4

1
4

1
4

1
2

1
4

1
4

1
4

1
2


,P 3 =




1
4

3
8

3
8

3
8

1
4

3
8

3
8

3
8

1
4




2. Fie un lanţ Markov dat de matricea de trecere P =




1
2

1
4

1
4

0 0 1
1
2

1
2 0


. Să

se calculeze probabilităţile staţionare stabilind mai ı̂ntâi că lanţul este
ergodic.

R: ( 4
11 , 3

11 , 4
11)

3. La un moment iniţial ı̂ntr-o urnă se găsesc a bile albe şi b bile negre. Se
efectuează un şir infinit de extrageri astfel ı̂ncât după fiecare extragere
se pun ı̂napoi ı̂n urnă 2 bile de culoarea bilei extrase. Numărul bilelor
albe din urnă după extragerea k determină starea procesului. Să se
calculeze probabilităţile de trecere din starea i ı̂n starea j după un pas.

R:

P (Xk+1 = j/Xk = i) =





a+b+k−i
a+b+k , j = i

i
a+b+k , j = i + 1
0, ı̂n rest

4. Vremea ı̂n ţara vrăjitorului din Oz este un lanţ Markov omogen cu 3
stări :s1 : ”ploaie”, s2 : ”vreme bună ”, s3 : ”zăpadă : şi matricea

probabilităţilor de trecere P =




1
2

1
4

1
4

1
2 0 1

2
1
4

1
4

1
2


. Să se calculeze :
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a) probabilitatea ca după 3 zile de la o zi cu vreme bună să avem o zi
cu zăpadă ;

b) repartiţia staţionară .

R: a) 13
32 , b) (2

5 , 1
5 , 2

5)

5. Calculaţi repartiţia staţionară a unui lanţ Markov cu matricea de tre-

cere P =




0 1
2

1
2

1
3 0 2

3
1
4

1
4

1
2


.

R: 1
37(8, 9, 20)

6. Fie lanţul Markov cu 2 stări E1 şi E2 cu probabilităţile de trecere
p11 = p22 = p, p12 = p21 = q(0 < p < 1, p + q = 1) şi repartiţia iniţială
P (X0 = 1) = α, P (X0 = 2) = β(α + β = 1). Se cer:

a) să se determine probabilităţile de trecere după n paşi (pjk(n));

b) să se determine probabilităţile limită ;

c) să se determine probabilitatea P (X0 = 1/Xn = 1).

R: a) Pn =

(
1
2 + (p−q)n

2
1
2 − (p−q)n

2
1
2 − (p−q)n

2
1
2 + (p−q)n

2

)

b) lim
n→∞α · p11(n) + β · p21(n) =

1
2

lim
n→∞α · p21(n) + β · p22(n) =

1
2

Lanţul este ergodic şi distribuţia lui limită (p1, p2) se obţine rezolvând
sistemul 




p1 = p1 · p + p2 · q
p2 = p1 · q + p2 · p
p1 + p2 = 1

c) P (X0 = 1/Xn = 1) = P (X0=1)P (Xn=1/X0=1)
P (Xn=1) = α·p11(n)

p1(n) = α+α(p−q)n

1+(α−β)(p−q)n



Capitolul 6

Metode statistice

6.1 Noţiuni teoretice

Teoria selecţiei
Fie X o v. a. reprezentând o anumită caracteristică numerică (durata

de viaţă , venitul, număr de defecţiuni etc.) a unei populaţii statistice.
Rezultatele numerice x1, x2, . . . , xn obţinute prin n măsurători (interogări,
observări etc.) formează o selecţie empirică de volum n a v. a. X.
Elementele mulţimii

{
x1, x2, . . . , xn

}
numite variabile de selecţie au o

dublă interpretare:
1) considerate după efectuarea selecţiei, variabilele x1, x2, . . . , xn reprezintă

valori concrete pe care le folosim ca informaţii asupra v. a. X şi le notăm
X1 = x1, . . . , Xn = xn;

2) considerate ı̂nainte de efectuarea selecţiei, variabilele X1, . . . , Xn pot
fi privite ca v. a. independente şi identic repartizate din punct de vedere
probabilistic cu v. a. X

Se consideră că fiecare v. a. Xj , j = 1, n se realizează cu aceeaşi prob-
abilitate egală cu 1

n . Pe baza acestui fapt se construieşte v. a. de selecţie
(variabila empirică )
Definiţia 6.1. Variabila aleatoare de selecţie are următoarea repartiţie

X∗ ∼
(

x1 . . . xn
1
n . . . 1

n

)
, ı̂n care P (X∗ = xk) = 1

n , ∀k = 1, n

Presupunând că după efectuarea a n observaţii am obţinut : de n1 ori
a apărut X1, . . .,de nk ori a apărut Xk, unde n1 + . . . + nk = n, atunci

X∗ ∼
(

x1 . . . xn
n1
n . . . nk

n

)

Media de selecţie este x = x1+...+xn
n

Dispersia de selecţie este S2 = 1
n

n∑

k=1

(xk − x)2

140
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Selecţii dintr-o populaţie normală
1. Repartiţia mediei de selecţie dintr-o populaţie normală

Teorema 6.1. Dacă
{
X1, X2, . . . , Xn

}
este o selecţie de volum n dintr-

o populaţie normală N(m,σ), atunci media de selecţie X = X1+X2+...+Xn
n

urmează o repartiţie normală N(m, σ√
n
).

Corolarul 6.1. In condiţiile anterioare X−m
σ√
n

are o repartiţie normală stan-

dard N(0, 1).

Teorema 6.2. Dacă
{
X11, X12, . . . , X1n1

}
şi

{
X21, X22, . . . , X2n2

}
sunt două

selecţii de volum n1, respectiv n2 din populaţiile normale N(m1, σ1) şi N(m2, σ2)

şi dacă X1 = 1
n1

n∑

k=1

X1k şi X2 = 1
n2

n∑

k=1

X2k sunt mediile de selecţie core-

spunzătoare, atunci v. a. Y = X1 −X2 are o repartiţie normală

N

(
m1 −m2,

√
σ2
1

n1
+ σ2

2
n2

)
.

Teorema 6.3. Dacă
{
X1, X2, . . . , Xn

}
reprezintă o selecţie de volum n

dintr-o populaţie normală N(0, 1), atunci v. a. Y =
n∑

k=1

X2
k urmează o

repartiţie χ2 cu n grade de libertate.

2.Repartiţia dispersiei de selecţie pentru selecţii dintr-o populaţie
normală

Fiind dată o populaţie statistică şi X1, X2, . . . , Xn o selecţie de volum n
se pot defini:

a) media de selecţie X = X1+X2+...+Xn
n

b) dispersia de selecţie cu ajutorul căreia putem evalua dispersia populaţiei:
1) dacă media m a populaţiei generale este cunoscută atunci dispersia

de selecţie este dată de s2
0 = 1

n

n∑

k=1

(xk −m)2

2) dacă media m a populaţiei generale nu este cunoscută , dispersia de

selecţie este S2 = 1
n

n∑

k=1

(xk − x)2

3) ı̂n cazul selecţiilor de volum mic (n < 30) este indicat să fie folosită

dispersia modificată de selecţie s2 = 1
n−1

n∑

k=1

(xk − x)2, s2 = n
n−1S2

Teorema 6.4. Dacă
{
X1, X2, . . . , Xn

}
este o selecţie dintr-o populaţie nor-

mală N(m,σ), atunci v. a. n·s2
0

σ2 are o repartiţie χ2 cu n grade de libertate.



142 CAPITOLUL 6. METODE STATISTICE

Teorema 6.5. Dacă
{
X1, X2, . . . , Xn

}
este o selecţie dintr-o populaţie nor-

mală N(m,σ), atunci

(1) statisticile X = 1
n

n∑

k=1

Xk şi S2 = 1
n

n∑

k=1

(Xk −X)2 sunt independente;

(2) statistica V = n·S2

σ2 are o repartiţie χ2 cu n− 1 grade de libertate.

Teorema 6.6. Dacă
{
X1, X2, . . . , Xn

}
este o selecţie dintr-o populaţie nor-

mală N(m,σ), atunci v. a. t = X−m
s√
n

are o repartiţie Student cu n−1 grade

de libertate

Elemente de teoria estimaţiei
Considerăm o v. a. X dintr-o populaţie Γ având repartiţia f(x, θ). Fie{

X1, X2, . . . , Xn

}
o selecţie de volum n din Γ.

Definiţia 6.2. θ∗(X1, X2, . . . , Xn) se numeşte estimator pentru θ, dacă
valoarea lui θ∗(X1, X2, . . . , Xn) ı̂l aproximează pe θ.
Definiţia 6.3. θ∗(X1, X2, . . . , Xn) se numeşte estimator consistent

pentru θ dacă lim
n→∞P (|θ∗(X1, X2, . . . , Xn) − θ| < ε) = 1, ∀ε > 0, adică

θ∗(X1, X2, . . . , Xn) converge ı̂n probabilitate către θ.
Definiţia 6.4. θ∗(X1, X2, . . . , Xn) se numeşte estimator nedeplasat

pentru θ dacă E(θ∗(X1, X2, . . . , Xn)) = θ.
Definiţia 6.5. Dacă

lim
n→∞E(θ∗(X1, X2, . . . , Xn)) = θ

lim
n→∞D2(θ∗(X1, X2, . . . , Xn)) = 0

spunem că θ∗(X1, X2, . . . , Xn) este o estimaţie corectă a parametrului θ.
Definiţia 6.6. Dacă

E(θ∗(X1, X2, . . . , Xn)) = θ

lim
n→∞D2(θ∗(X1, X2, . . . , Xn)) = 0

spunem că θ∗(X1, X2, . . . , Xn) este o estimaţie absolut corectă a parametru-
lui θ.

Teorema 6.7. Dacă θ∗(X1, X2, . . . , Xn) este o estimaţie pentru θ astfel
ı̂ncât E(θ∗(X1, X2, . . . , Xn)) = θ şi lim

n→∞D2(θ∗(X1, X2, . . . , Xn)) = 0, atunci

θ∗(X1, X2, . . . , Xn) este un estimator consistent pentru θ.

Teorema 6.8. (Rao-Cramer) Dacă θ∗(X1, X2, . . . , Xn) este o estimaţie
nedeplasată pentru θ, atunci D2(θ∗) ≥ 1

nI(θ) , unde I(θ) = −E
(

∂2 ln f(x,θ)
∂θ2

)
=

= E

[(
∂ ln f(x,θ)

∂θ

)2
]
.
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Definiţia 6.7. Dacă θ∗(X1, X2, . . . , Xn) este un estimator nedeplasat
astfel ı̂ncât D2(θ∗) = 1

nI(θ) , atunci el se numeşte eficient.

Corolarul 6.2. Orice estimaţie eficientă este consistentă .

Metoda verosimilităţii maxime
Se consideră o selecţie (x1, . . . , xn) de volum n. Presupunem că densi-

tatea de repartiţie (sau, ı̂n cazul discret, funcţia de frecvenţă ) depinde de
un parametru necunoscut θ care poate lua valori ı̂ntr-o mulţime Θ ⊂ IRk.
Definiţia 6.8. Vom numi funcţie de verosimilitate corespunzătoare

valorilor x1, . . . , xn, o funcţie L(x1, . . . , xn; θ), considerată ca funcţie de θ,

definită prin L(x1, . . . , xn; θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ), unde f(xi; θ) este fie densitatea

de probabilitate a v. a. X, fie repartiţia sa , adică f(x; θ) = P (X = x),
dacă X este discretă .
Definiţia 6.9. Estimatorul de verosimilitate maximă pentru θ este
acea valoare θ∗ = θ∗(x1, . . . , xn) cu proprietatea că L(x1, . . . , xn; θ∗) =
= max

θ∈Θ
L(x1, . . . , xn; θ).

Intrucât funcţiile L şi ln L au aceleaşi puncte de maxim rezultă că , dacă
θ = (θ1, . . . , θk), atunci θ∗(x1, . . . , xn) = (θ1(x1, . . . , xn), . . . , θk(x1, . . . , xn))
trebuie să verifice sistemul de ecuaţii

∂

∂θj
lnL(x1, . . . , xn; θ1, . . . , θk) = 0, j = 1, k

Intervale de ı̂ncredere
Definiţia 6.10. Fie X o v. a., a = a(x1, . . . , xn) şi b = b(x1, . . . , xn)

statistici ale lui X, iar α ∈ (0, 1). Intervalul (a, b) ⊂ IR este un inter-
val de ı̂ncredere de nivel α pentru un anumit parametru θ asociat v.
a. X dacă pentru orice selecţie statistică X1, X2, . . . , Xn a lui X avem
P (a(X1, X2, . . . , Xn) < θ < b(X1, X2, . . . , Xn)) = 1− α.

Se spune că intervalul (a, b) acoperă pe θ cu probabilitatea 1− α.
Definiţia 6.11. Fie F (x) o funcţie de repartiţie şi α ∈ (0, 1). Se numeşte
α-cuantilă a repartiţiei F un număr c ∈ IR pentru care F (c) = α.

In cele ce urmează α-cuantilele repartiţiilor N(0, 1), χ2(n), T (n) vor fi
notate respectiv zα, χ2

α(n), tα(n).
Intervale de ı̂ncredere pentru media şi dispersia repartiţiei nor-

male

1. σ cunoscut, m necunoscut

m ∈
(

x− σ√
n

z1−α
2
, x +

σ√
n

z1−α
2

)
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2. m cunoscut, σ necunoscut

σ2 ∈
(

n

χ2
1−α

2
(n)

· s2
0,

n

χ2
α
2
(n)

· s2
0

)

3. m şi σ necunoscuţi

σ2 ∈
(

n− 1
χ2

1−α
2
(n− 1)

· s2,
n− 1

χ2
α
2
(n− 1)

· s2

)

m ∈
(

x−
√

s2

n
t1−α

2
(n− 1), x +

√
s2

n
t1−α

2
(n− 1)

)

Verificarea ipotezelor statistice parametrice
Fie θ un parametru asociat v. a. X şi ipoteza nulă H0 : θ = θ0 care

trebuie testată (verificată ) astfel ı̂ncât probabilitatea unei erori de prima
speţă (respingerea lui H0 atunci când ea este adevărată ) să fie egală cu
α. Numărul α ∈ (0, 1) se numeşte nivelul de semnificaţie al testului.
Etapele aplicării testului sunt următoarele:

a) Alegerea ipotezei alternative H1 care poate fi unilaterală H1 :
θ < θ0, θ > θ0 sau bilaterală H1 : θ 6= θ0;

b) Alegerea unei statistici f = f(x1, . . . , xn) astfel ı̂ncât, ı̂n ipoteza H0,
repartiţia lui f să fie cunoscută ;

c) In funcţie de ipoteza alternativă H1 şi de nivelul de semnificaţie α,
fixarea unei regiuni critice de forma

Rcr =
{
f/f < cα

}
, Rcr =

{
f/f > c1−α

}

ı̂n cazul unui test unilateral, sau

Rcr =
{
f/f < cα

2

} ∪Rcr =
{
f/f > c1−α

2

}

ı̂n cazul unui test bilateral. Cu cα, c1−α, cα
2
, c1−α

2
s-au notat cuantilele

repartiţiei lui f ı̂n ipoteza H0; deci, ı̂n această ipoteză , probabilitatea unei
erori de prima speţă este P (f ∈ Rcr) = α.

d) Se calculează valoarea f(x1, . . . , xn) luată de statistica f pe elementele
unei anumite selecţii empirice x1, . . . , xn

e) Se respinge ipoteza H0 dacă şi numai dacă f(x1, . . . , xn) ∈ Rcr

1. Verificarea ipotezei asupra mediei m a unei populaţii nor-
male cu σ2 cunoscut

1.1. Testul bilateral
H0 : m = m0

H1 : m = m1 6= m0

Regiunea critică este Rcr : |x−m0
σ√
n
| > z1−α

2
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1.2. Testul unilateral stânga
H0 : m = m0

H1 : m = m1 < m0

Regiunea critică este Rcr : x−m0
σ√
n
≤ zα

1.3. Testul unilateral dreapta
H0 : m = m0

H1 : m = m1 > m0

Regiunea critică este Rcr : x−m0
σ√
n
≥ z1−α

2. Verificarea ipotezei asupra mediei m a unei populaţii nor-
male cu σ2 necunoscut

2.1. Testul bilateral
H0 : m = m0

H1 : m = m1 6= m0

Regiunea critică este Rcr : |x−m0
s√
n
| > t1−α

2
(n− 1)

2.2. Testul unilateral stânga
H0 : m = m0

H1 : m = m1 < m0

Regiunea critică este Rcr : x−m0
s√
n
≤ tα(n− 1)

2.3. Testul unilateral dreapta
H0 : m = m0

H1 : m = m1 > m0

Regiunea critică este Rcr : x−m0
s√
n
≥ t1−α(n− 1)

3. Verificarea ipotezei asupra dispersiei unei populaţii normale
Fie ipoteza H0 : σ2 = σ2

0 şi alternativa ei H1 : σ2 = σ2
1

3.1. Testul unilateral stânga
H0 : σ2 = σ2

0

H1 : σ2 = σ2
1 < σ2

0

Regiunea critică este Rcr : (n−1)s2

σ2
0

< χ2
α(n− 1)

3.2. Testul unilateral dreapta
H0 : σ2 = σ2

0

H1 : σ2 = σ2
1 > σ2

0

Regiunea critică este Rcr : (n−1)s2

σ2
0

> χ2
1−α(n− 1)

3.3. Testul bilateral
H0 : σ2 = σ2

0

H1 : σ2 = σ2
1 6= σ2

0

Regiunea critică este Rcr : (n−1)s2

σ2
0

< χ2
α
2
(n− 1) ∪ (n−1)s2

σ2
0

> χ2
1−α

2
(n− 1)

6.2 Probleme rezolvate

1. Cercetându-se numărul de accidente dintr-o unitate economică au fost
obţinute următoarele date ı̂n urma efectuării unei selecţii de volum
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n = 1000 muncitori.
Nr. accidente 0 1 2 3 4

Nr. muncitori afectaţi 500 200 150 80 70

Stabiliţi:

a) media şi dispersia de selecţie;

b) funcţia empirică de repartiţie şi valorile ei ı̂n punctele x = 4 şi
x = 6.

Soluţie. a) x = 1
1000(0 · 500 + 1 · 200 + 2 · 150 + 3 · 80 + 4 · 70) = 1, 02

S2 = 1
1000 [500 · (0− 1, 02)2 + 200 · (1− 1, 02)2 + 150 · (2− 1, 02)2 + 80·

·(3− 1, 02)2 + 70 · (4− 1, 02)2] = 1, 589

b) X∗ ∼
(

0 1 2 3 4
500
1000

200
1000

150
1000

80
1000

70
1000

)
=

(
0 1 2 3 4

0, 5 0, 2 0, 15 0, 08 0, 07

)

F ∗(x) =





0, x ≤ 0
0, 2, 0 < x ≤ 1
0, 7, 1 < x ≤ 2
0, 85, 2 < x ≤ 3
0, 93, 3 < x ≤ 4
1, x > 4

F ∗(4) = 0, 93, F ∗(6) = 1

2. Durata de execuţie a unei lucrări ı̂ntr-o bandă de montaj este repar-
tizată normal cu media m şi abaterea σ = 4 minute. S-a cronome-
trat durata de efectuare a operaţiei la un număr de n = 9 muncitori.
Determinaţi probabilitatea ca media duratei determinate pe baza celor
n observaţii să nu difere de m ı̂n valoare absolută cu mai mult de 3
minute la un muncitor. (Φ(2, 25) = 0, 9878)

Soluţie. P (|X −m| < 3) = P (−3 < X −m < 3) =
= P (−3

√
n

σ < X−m
σ√
n

< 3
√

n
σ ) = 2Φ(3

√
n

σ )−1 = 2Φ(3·3
4 )−1 = 2Φ(2, 25)−

−1 = 2 · 0, 9878− 1 = 0, 975

3. Presupunând că diametrul unor piese fabricate la un strung este repar-
tizat normal N(m, 2), care trebuie să fie volumul n al selecţiei astfel
ı̂ncât P (|X −m| < 1) = 0, 99? (Φ(2, 58) = 0, 995)

Soluţie. 0, 99 = P (|X −m| < 1) = P (−1 < X −m < 1) =
= P (−

√
n

σ < X−m
σ√
n

<
√

n
σ ) = 2Φ(

√
n

σ )− 1 = 2Φ(
√

n
2 )− 1 =⇒ 2Φ(

√
n

2 ) =

= 1, 99 =⇒ Φ(
√

n
2 ) = 0, 995 =⇒

√
n

2 = 2, 58 =⇒ n ' 27
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4. Dintr-o populaţie normală cu media m = 12, probabilitatea ca me-
dia de selecţie corespunzătoare unei selecţii de volum n = 25 să nu
depăşească 16 este de 0,24. Care este probabilitatea ca o singură
observaţie din această selecţie să aibă o valoare mai mare decât 16?
(Φ(0, 31) = 1, 24,Φ(0, 02) = 0, 5)

Soluţie. 0, 24 = P (|X −m| < 16) = P (−16 < X −m < 16) =
= P (−16 ·

√
n

σ < X−m
σ√
n

< 16 ·
√

n
σ ) = P (−16 · 5

σ < X−m
σ√
n

< 16 · 5
σ ) =

= 2Φ(80
σ )− 1 =⇒ 2Φ(80

σ ) = 1, 24 =⇒ 80
σ = 0, 31 =⇒ σ = 258

P (Xk > 16) = 1− P (Xk < 16) = 1− P (Xk−m
σ√
n

≤ 16−12
258 ) =

= 1− P (Xk−m
σ√
n

≤ 0, 02) = 1− 0, 5 = 0, 5

5. Diametrele ı̂n mm ale pieselor prelucrate la două strunguri sunt v.
a. repartizate normal N(12, 4), respectiv N(13, 2). Se efectuează o
selecţie de volum n1 = 16 şi n2 = 9 de la primul, respectiv al doilea
strung şi se calculează X1 şi X2 mediile de selecţie corespunzătoare.
Calculaţi P (X1 −X2 < 0, 3).(Φ(1, 08) = 0, 8599)

Soluţie. Cf. teoremei 6.2 ştim că X1−X2−(m1−m2)r
σ2
1

n1
+

r
σ2
2

n2

∼ N(0, 1)

Aşadar, P (X1 −X2 < 0, 3) = P


X1−X2−(m1−m2)r

σ2
1

n1
+

r
σ2
2

n2

< 0,3−(12−13)q
16
16

+ 4
9


 =

= P


X1−X2−(m1−m2)r

σ2
1

n1
+

r
σ2
2

n2

< 1, 08


 = Φ(1, 08) = 0, 8599

6. Dintr-o populaţie normală cu media m1 = 80 şi dispersia σ2
1 = 40 se

extrage o selecţie de volum n1 = 400 şi din altă populaţie normală cu
m2 = 76 şi σ2

2 = 180 se extrage o selecţie de volum n2 = 200. Să se
determine probabilitatea ca:

a) media de selecţie X1 a primei populaţii să fie mai mare decât media
de selecţie X2 a celei de-a doua populaţii cu cel puţin 5 unităţi;

b) diferenţa mediilor celor două selecţii ı̂n valoare absolută să fie mai
mare decât 6. (Φ(1) = 0, 8413)

Soluţie. a) P (X1 > X2 + 5) = P (X1 −X2 > 5) =

= P


X1−X2−(m1−m2)r

σ2
1

n1
+

r
σ2
2

n2

> 5−(80−76)q
40
400

+ 180
200


 = P


X1−X2−(m1−m2)r

σ2
1

n1
+

r
σ2
2

n2

> 1


 =
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= 1− P


X1−X2−(m1−m2)r

σ2
1

n1
+

r
σ2
2

n2

≤ 1


 = 1− Φ(1) = 1− 0, 8413 = 0, 1587

b) P (|X1 −X2| > 6) = 1− P (|X1 −X2| ≤ 6) = 1−

−P (−6 ≤ X1 −X2 ≤ 6) = 1− P


−6−4

1 ≤ X1−X2−(m1−m2)r
σ2
1

n1
+

r
σ2
2

n2

≤ 6−4
1




= 1− P


−10 ≤ X1−X2−(m1−m2)r

σ2
1

n1
+

r
σ2
2

n2

< 2


 = 1− (Φ(2)− Φ(−10)) =

= 2− Φ(2)− Φ(10) ' 2− Φ(2)− 1 = 1− Φ(2) = 0, 023

7. Să se arate că media de selecţie X = 1
n

n∑

k=1

Xk este un estimator nede-

plasat şi consistent pentru media m a oricărei populaţii.

Soluţie. E(X) = E

(
1
n

n∑

k=1

Xk

)
= 1

n

n∑

k=1

E(Xk) =
1
n
· nm = m =⇒ X e

nedeplasat

D2(X) = D2

(
1
n

n∑

k=1

Xk

)
= 1

n2 · nσ2 = σ2

n −→ 0, n −→ ∞ rezultă cf.

teoremei 6.7 că X este consistent

8. Să se arate că media de selecţie este un estimator eficient pentru
parametrul λ al repartiţiei exponenţiale cu legea de repartiţie f(x, λ) =
= 1

λe−
x
λ , unde λ > 0, x > 0.

Soluţie. Folosim teorema 6.8: I(λ) = −E(∂2 ln f(x,λ)
∂λ2 ) =

= −E( ∂2

∂λ2 (− ln λ− x
λ)) = −E( ∂

∂λ(− 1
λ + x

λ2 )) = −E( 1
λ2 − 2x

λ3 ) =
= −λ+2E(x)

λ3 = λ
λ3 = 1

λ2

D2(X) = 1
n2 · λ2n = λ2

n = 1
n· 1

λ2
= 1

nI(λ) , deoarece D2(Xk) = λ2 =⇒ X

este estimator eficient

9. Se consideră caracteristica X din populaţia C, având funcţia de repartiţie
teoretică F (x, θ) = 1− (

1 + x
θ

) · e−x
θ , x > 0, θ > 0. Se cer:

a) să se determine legea de repartiţie f(x) a variabilei X, funcţia car-
acteristică ϕX(t) şi momentul de ordinul r,E(Xr);

b) prin metoda verosimilităţii maxime să se estimeze parametrul θ
al legii f(x, θ) pe baza unei selecţii aleatoare x1, . . . , xn de volum n,
extrasă din populaţia C;
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c) fie θ∗ estimatorul găsit la punctul b). Să se arate că θ∗ este nede-
plasat, consistent şi eficient.

Soluţie. a) f(x, θ) = ∂F (x,θ)
∂x = 1

θe−
x
θ − 1

θe−
x
θ + x

θ2 e−
x
θ = x

θ2 e−
x
θ

ϕX(t) =
∫∞
0 eitx x

θ2 e−
x
θ dx = (1− itθ)−2

E(Xr) = 1
θ2

∫∞
0 xrxe−

x
θ dx = θr+2

θ2 yr+1e−ydy = θrΓ(r + 2) =
= θr(r + 1)!

b) L(x1, . . . , xn; θ) = x1...xn

θ2n e
− 1

θ

n∑

i=1

xi

=⇒ lnL = −2n ln θ +
n∑

i=1

lnxi−

−1
θ

n∑

i=1

xi =⇒ ∂ lnL

∂θ
= −2n

θ
+

n∑

i=1

xi

θ2
= 0 =⇒ θ∗ =

1
2n

n∑

i=1

xi

c) E(θ∗) = 1
2n

n∑

i=1

E(Xi) =
1
2n
· n · 2θ = θ (deoarece E(X) = 2θ făcând

r = 1 ı̂n formula dedusă la punctul a) pentru momentul de ordinul
r)=⇒ θ∗ e nedeplasat

D2(θ∗) = D2

(
1
2n

n∑

i=1

xi

)
= 1

4n2

n∑

i=1

D2(Xi) =
1

4n2
· n · 2θ2 =

θ2

2n
−→ 0

1 ≥ P (|θ∗− θ| < ε) ≥ 1− D2(θ∗)
ε2 =

(
1− θ2

2nε2

)
−→ 1, n −→∞, deci θ∗

este consistent

Pentru eficienţă trebuie arătat că D2(θ∗) = 1
nI(θ) , unde I(θ) = E

(
∂ ln f(x,θ)

∂θ

)2

Avem ln f(x, θ) = lnx− 2 ln θ − x
θ =⇒ ∂ ln f(x,θ)

∂θ = −2
θ + x

θ2 =⇒
=⇒ E

(
∂ ln f(x,θ)

∂θ

)2
= E

(
x−2θ

θ2

)2
= 1

θ4 E(X − 2θ)2 = 1
θ4 D2(X) = 2θ2

θ4 =

= 2
θ2 =⇒ 1

nI(θ) = 1
n· 2

θ2
= θ2

2n = D2(θ∗), deci θ∗ este eficient

10. Să se estimeze prin metoda verosimilităţii maxime parametrul θ al
repartiţiilor:

a) f(x, θ) = θ(1− θ)x, x = 0, 1, 2 . . . , 0 < θ < 1

b) f(x, θ) = (1 + θ)xθ, 0 < x < 1, θ > 0

c) f(x, θ) = θxθ
0

xθ+1 , x > x0(x0 constantă dată ), θ > 0

d) f(x, θ) = x
θ · e−

x2

2θ , x > 0, θ > 0

e) f(x, θ) = xα−1e−
x
θ

Γ(α)θα , x > 0, θ > 0, α dat

f) f(x, θ) = θe−θx, x ≥ 0, θ > 0
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Soluţie. a) L(x1, x2, . . . xn; θ) =
n∏

i=1

f(xi, θ) = θn(1− θ)

n∑

i=1

xi

=⇒

=⇒ ln L = n ln θ +
n∑

i=1

xi ln(1− θ) =⇒ ∂ lnL

∂θ
=

n

θ
−

n∑

i=1

xi

1− θ
= 0 =⇒

=⇒ θ∗ = n

n+

n∑

i=1

xi

= 1
1+x

b) L(x1, x2, . . . xn; θ) = (1 + θ)n(x1x2 . . . xn)θ =⇒ ln L = n ln(1 + θ)+

+θ ln(x1x2 . . . xn) =⇒ ∂ ln L
∂θ = n

1+θ +ln
n∏

i=1

xi = 0 =⇒ θ∗ = − n
n∑

i=1

lnxi

−

−1

c) L(x1, x2, . . . xn; θ) = θnxnθ
0 (x1x2 . . . xn)−(1+θ) =⇒ ln L = n ln θ+

+nθ ln x0− (1 + θ) ln
n∏

i=1

xi =⇒ ∂ ln L

∂θ
=

n

θ
+ n lnx0− ln

n∏

i=1

xi = 0 =⇒
=⇒ θ∗ = − n

ln
x0

n∏

i=1

xi

d) L(x1, x2, . . . xn; θ) = x1x2...xn
θn · e

− 1
2θ

n∑

i=1

x2
i

=⇒ ln L = ln
n∏

i=1

xi−

−n ln θ− 1
2θ

n∑

i=1

x2
i =⇒ ∂ lnL

∂θ
= −n

θ
+

1
2θ2

n∑

i=1

x2
i = 0 =⇒ θ∗ =

1
2n

n∑

i=1

x2
i

e) L(x1, x2, . . . xn; θ) = (x1x2...xn)α−1

[Γ(α)]nθnα ·e
− 1

θ

n∑

i=1

xi

=⇒ lnL = (α−1) ln
n∏

i=1

xi−

−n ln Γ(α)− nα ln θ − 1
θ

n∑

i=1

xi =⇒ ∂ ln L

∂θ
= −nα

θ
+

1
θ2

n∑

i=1

xi = 0 =⇒

=⇒ θ∗ = 1
nα

n∑

i=1

xi =
x

α

f) L(x1, x2, . . . xn; θ) = θne
−θ

n∑

i=1

xi

=⇒ lnL = n ln θ − θ
n∑

i=1

xi =⇒
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=⇒ ∂ ln L
∂θ = n

θ −
n∑

i=1

xi = 0 =⇒ θ∗ =
n

n∑

i=1

xi

=
1
x

11. Intr-o fabrică de ţesut s-a constatat că rezistenţa la rupere a unui anu-
mit fir de bumbac are o repartiţie normală cu media necunoscută m şi
abaterea medie pătratică σ = 36g (calitatea standard). Pentru a cerc-
eta calitatea unui lot de fire de bumbac ı̂n ceea ce priveşte rezistenţa la
rupere s-a făcut o selecţie de volum n = 9 fire, obţinându-se media de
selecţie X = 195 g. Să estimeze rezistenţa la rupere m a lotului de fire
controlat, printr-un interval de ı̂ncredere 1−α = 0, 95. (z0,975 = 1, 96)

Soluţie. σ e cunoscut, deci m ∈
(
195− 1, 96 · 36√

9
, 195 + 1, 96 · 36√

9

)
=

= (171, 48; 218, 52)

12. Rectorul Universităţii Politehnice Bucureşti vrea să ştie care este me-
dia vârstei studenţilor. Din anii trecuţi se cunoaşte că abaterea stan-
dard este de 2 ani. Un sondaj asupra a 50 de studenţi arată că media
este de 23,2 ani. Cu un nivel de semnificaţie de 0,05, să se determine
un interval de ı̂ncredere pentru medie. Se presupune că populaţia are
caracteristica normală .

Soluţie. Se ştiu X = 23, 2, σ = 2, n = 50, α = 0, 05

m ∈ (23, 2− 1, 96 · 2√
50

, 23, 2 + 1, 96 · 2√
50

) = (22, 65; 23, 75)

13. Pentru a testa viteza cu care este absorbit pe piaţă un roman de Octa-
vian Paler, o editură particulară pune ı̂n vânzare, prin 9 librării, loturi
identice. Cantităţile se epuizează după un număr de zile valabil după
cum urmează :

Magazine i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nr. de zile xi 51 54 49 50 50 48 49 50 49

a) Să se estimeze printr-un interval de ı̂ncredere 950/0 viteza medie cu
care este absorbit pe piaţă romanul (nr. mediu de zile m)

b) Să se determine un interval de ı̂ncredere 900/0 pentru dispersia σ2

a numărului de zile X ı̂n care se epuizează romanul. (t0,975(8) =
= 2, 33, χ2

0,95(8) = 15, 5, χ2
0,05(8) = 2, 73)

Soluţie. a) σ şi m sunt necunoscuţi, deci

m ∈
(

x−
√

s2

n t1−α
2
(n− 1), x +

√
s2

n t1−α
2
(n− 1)

)

X = 1
9(51 + 54 + . . . + 49) = 50
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s2 = 1
8 [(51− 50)2 + (54− 50)2 + (49− 50)2 + . . . + (49− 50)2] = 3

m ∈
(
50− 2, 33 ·

√
3
9 , 50 + 2, 33 ·

√
3
9

)
= (48, 674; 51, 236)

b) σ2 ∈
(

n−1
χ2

1−α
2

(n−1)
· s2, n−1

χ2
α
2

(n−1)
· s2

)
=

(
8

15,5 · 3, 8
2,73 · 3

)
=

= (1, 548; 8, 791)

14. Fie X v. a. normală care reprezintă grosimea unor plăci metalice. O
selecţie de volum n = 5 a dat rezultatele X1 = 2, 015, X2 = 2, 02, X3 =
= 2, 025, X4 = 2, 02, X5 = 2, 015. Se cere să se estimeze grosimea
medie a plăcilor de metal printr-un interval de ı̂ncredere 950/0. Să
se afle volumul minim n al selecţiei astfel ı̂ncât eroarea ı̂n estimarea
medie la nivelul de ı̂ncredere specificat mai sus să nu depăşească 0,003.
(t0,975(4) = 2, 776))

Soluţie. X = 1
5

n∑

i=1

Xi = 2, 019,

s =
√

1
4 [(2, 015− 2, 019)2 + . . . + (2, 02− 2, 019)2 + +(2, 015− 2, 019)2] =

= 0, 0042

Deci m ∈ (2, 019−2, 776·0,0042√
5

, 2, 019+2, 776·0,0042√
5

) = (2, 0142; 2, 0238)

Pentru aflarea volumului minim n avem ε = 2, 776 · 0,0042√
n

=⇒ n ≥
≥ 0,000018

(0,003)2
· (2, 776)2 ' 6

15. Fie X o v. a. având o repartiţie Poisson f(x, θ) = e−θ · θx

x! ,
x = 0, 1, 2 . . . , θ > 0

a) Să se estimeze parametrul θ al repartiţiei şi să se arate că estimatorul
este eficient.

b) Folosind o selecţie de volum mare, să se determine un interval de
ı̂ncredere 1− α pentru θ.

c) Intr-un cartier al capitalei cu 10 telefoane publice s-a efectuat zilnic
ı̂n decursul unei anumite perioade, ı̂nregistrarea numărului de tele-
foane care nu funcţionează . In total sunt n = 200 ı̂nregistrări şi s-au
obţinut rezultatele :

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ni 41 62 45 22 16 8 4 2 0 0 0

Se cere să se estimeze numărul mediu de telefoane defecte, ştiind că
numărul de telefoane defecte este o variabilă Poisson şi să se determine
un interval de ı̂ncredere 950/0 pentru numărul mediu de telefoane.
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Soluţie. a) L(x1, . . . , xn; θ) = e−nθ· θ

n∑

i=1

xi

x1!...xn! =⇒ ln L = −nθ+
n∑

i=1

xi ln θ−

− ln(x1! . . . xn!) =⇒ ∂ ln L
∂θ = −n +

n∑

i=1

xi

θ = 0 =⇒ θ∗ = 1
n

n∑

i=1

xi = X

ln f(x, θ) = −θ + x ln θ− ln x! =⇒ ∂ ln f(x,θ)
∂θ = −1 + x

θ =⇒ ∂2 ln f(x,θ)
∂θ2 =

= − x
θ2 =⇒ I(θ) = −E

(
∂2 ln f(x,θ)

∂θ2

)
= −E

(− x
θ2

)
= θ

θ2 = 1
θ =⇒

=⇒ 1
nI(θ) = θ

n

Pe de altă parte D2(θ∗) = D2(X) = D2

(
1
n

n∑

i=1

Xi

)
= 1

n2

n∑

i=1

D2(Xi) =

= 1
n2 · nθ = θ

n =⇒ θ∗ este eficient

b) Pentru n mare variabila θ∗−θq
θ∗
n

∼ N(0, 1). Rezultă intervalul de

ı̂ncredere pentru θ: θ∗ − z1−α
2

√
θ∗
n < θ < θ∗ + z1−α

2

√
θ∗
n (*)

c) Numărul mediu de telefoane care nu funcţionează calculat pe baza

celor 200 observaţii este dat de θ∗ = X = 1
n

n∑

i=1

nixi =
1

200
(0 · 41 + 1·

·62 + . . . + 10 · 0) = 1, 8

Repartiţia complet specificată a variabilei X se scrie f(x) = e−1,8·
· (1,8)x

x! , x = 0, 1, 2 . . .

Pentru 1− α = 0, 95, z1−α
2

= 1, 96, n = 200, θ∗ = 1, 8 găsim intervalul
pentru θ dat de (*): 1, 8− 1, 96 · 0, 09 < θ < 1, 8 + 1, 96 · 0, 09 =⇒
=⇒ 1, 62 < θ < 1, 98

16. Un lot numeros (de volum N > 5000) de casete audio ı̂nregistrate
este supus controlului, pentru determinarea procentului p de casete
necorespunzătoare din lot (p= probabilitatea ca o casetă extrasă la
ı̂ntâmplare din lot să fie necorespunzătoare). S-au controlat printr-
o selecţie cu ı̂ntoarcere n casete printre care s-au găsit X necore-
spunzătoare. Se cere:

a) să se estimeze proporţia p de casete necorespunzătoare din lot, con-
siderând că numărul de casete necorespunzătoare din cele n urmează
o repartiţie binomială ;

b) Să se arate că estimatorul găsit este nedeplasat, consistent şi efi-
cient;

c) să se determine un interval de ı̂ncredere 1− α pentru proporţia p a
casetelor necorespunzătoare din lot.
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Soluţie. Notând cu Xi v. a. ce exprimă numărul de casete defecte

ce apar la extragerea de rang i avem Xi ∼
(

1 0
p q

)
, i = 1, n, unde

p este probabilitatea ca o casetă să fie necorespunzătoare, iar q este
probabilitatea ca o casetă să fie corespunzătoare

Repartiţia v. a. Xi se mai scrie f(x, p) = pxi(1− p)1−xi , xi = 0, 1, i =
= 1, n

Funcţia de verosimilitate este L(x1, . . . , xn; p) = p

n∑

i=1

xi

(1−p)
n−

n∑

i=1

xi

=⇒

=⇒ ln L =
n∑

i=1

xi ln p + (n−
n∑

i=1

xi) ln(1− p) =⇒ ∂ ln L

∂p
=

n∑

i=1

xi

p
−

−
n−

n∑

i=1

xi

1−p =⇒ p∗ = 1
n

n∑

i=1

xi =
k

n
= fn, adică frecvenţa relativă a

apariţiilor casetei necorespunzătoare ı̂n cele n probe (k este numărul
de casete necorespunzătoare din cele n controlate)

b) Deoarece k este o v. a. binomială luând valorile 0, 1, . . . n avem
E(p∗) = E

(
k
n

)
= 1

nE(k) = np
n = p, deci p∗ este nedeplasat

D2(p∗) = D2
(

k
n

)
= 1

n2 D2(k) = np(1−p)
n2 = p(1−p)

n şi cf. inegalităţii lui
Ceb̂ışev P (|p∗ − p| < ε) ≥ 1 − pq

nε2 −→ 1, când n −→ ∞, ceea ce
demonstrează consistenţa lui p∗

Pentru eficienţă avem:

ln f(x, p) = x ln p + (1− x) ln(1− p) =⇒ ∂ ln f(x,p)
∂p = x

p − 1−x
1−p =

= x−p
p(1−p) =⇒ I(p) = 1

p2(1−p)2
E(x− p)2 = p(1−p)

p2(1−p)2
= 1

p(1−p) =⇒
=⇒ D2(p∗) ≥ p(1−p)

n cf. inegalităţii Rao-Cramer şi cum D2(p∗) =
= p(1−p)

n , rezultă că p∗ este eficient

c) Pentru n mare variabila p∗−pq
p∗(1−p∗)

n

are o repartiţie normală standard.

Rezultă intervalul de ı̂ncredere pentru p este

p∗ − z1−α
2

√
p∗(1−p∗)

n < p < p∗ + z1−α
2

√
p∗(1−p∗)

n

17. O maşină automată fabrică piese cu un anumit diametru a cărui dimen-
siune nominală trebuie să fie m = 14 mm. Dimensiunea diametrului
unei piese este o v. a. normală N(m, 1). Efectuându-se un control
asupra n = 64 de astfel de piese a rezultat o medie a observaţiilor
X = 13, 4 mm. Se poate afirma că maşina produce piese cu dimensi-
une mai mică decât dimensiunea nominală , la un prag de semnificaţie
α = 0, 05? (z0,95 = 1, 64)
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Soluţie. Avem H0 : m = m0 = 14

H1 : m = m1 < m0

Calculăm zc = X−m
σ√
n

= 13,4−14
1
8

= −4, 8

zα = z0,05 = −z0,95 = −1, 64 =⇒ zc = −4, 8 < z0,05 = −1, 64, deci
acceptăm ipoteza conform căreia maşina produce piese cu diametrul
mai mic decât diametrul nominal şi din această cauză maşina trebuie
reglată

18. Durata de funcţionare a unei rezistenţe de 1000 w este o v. a. normală
cu σ = 250 ore. O selecţie de volum n = 36 de astfel de rezistenţe a dat
o durată medie de funcţionare de X = 1200 ore. Să se testeze ipoteza
H0 : m = m0 = 1300 ore faţă de alternativa H1 : m = m1 < 1300 ore
la pragul de semnificaţie α = 0, 01. (z0,99 = 2, 33)

Soluţie. zc = X−m
σ√
n

= 1200−1300
250
6

= −600
250 = −2, 4

zα = z0,01 = −z0,99 = −2, 33 > −2, 4 = zc =⇒ respingem ipoteza H0

şi acceptăm ipoteza H1

19. Durabilitatea unor motoare de automobile poate fi considerată o v. a.
normală cu media m = 200000 km şi dispersia 500002 km. Se face
o schimbare ı̂n procesul de producţie prin introducerea unei metode
noi de fabricaţie. O selecţie de volum n = 100 de motoare a dat
X = 220000 km. Considerând α = 0, 05 se poate afirma că noua
metodă duce la creşterea durabilităţii motoarelor?

Soluţie. Avem H0 : m = m0 = 200000

H1 : m = m1 > m0

Calculăm zc = X−m
σ√
n

= 220000−200000
50000

10

= 4

z1−α = z0,95 = 1, 64 =⇒ zc = 4 > z0,95 = 1, 64, deci acceptăm ipoteza
conform căreia noua metodă duce la creşterea durabilităţii motoarelor

20. S-a stabilit că greutatea tabletelor dintr-un medicament cu acţiune
toxică puternică trebuie să fie m0 = 0, 5 mg. O cercetare selectivă de
n = 121 tablete a dat o greutate medie observată a tabletelor egală cu
X = 0, 53 mg. Se cere să se verifice la pragul de semnificaţie α = 0, 01
ipoteza H0 : m = m0 = 0, 5 faţă de H1 : m 6= 0, 5. O observare
atentă (prin cântăriri numeroase) a tabletelor a condus la concluzia că
variabila greutate a tabletelor are o repartiţie normală cu σ = 0, 11
mg. (z0,995 = 2, 58)
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Soluţie. Aplicăm testul bilateral şi obţinem zc = X−m0
σ√
n

= 0,53−0,5
0,11
11

= 3

z1−α
2

= z0,995 = 2, 58 =⇒ zc = 3 > z0,995 = 2, 58, deci respingem H0

Greutatea medie a tabletelor diferă semnificativ de greutatea admisă
deci administrarea acestui medicament bolnavilor trebuie interzisă .

21. O fabrică de acumulatori afirmă că durata de funcţionare a acumu-
latorilor este 300 de zile. Un laborator cercetează 4 acumulatori şi
obţine rezultatele 298,290,306,302. Aceste rezultate indică faptul că
acest tip de acumulatori are o durată de funcţionare mai mică decât
afirmă fabrica (α = 0, 02,t0,02(3) = 4, 541)?

Soluţie. Verificăm ipoteza H1 : m < 300

Avem X = 1
4(298+290+306+302) = 299 şi s2 = 1

3 [(298−299)2+(290−
−299)2 + (306− 299)2 + (302− 299)2] = 140

3 =⇒ s =
√

140
3 = 6, 83

tc = 299−300
6,83
2

= −1
3,41 = −0, 29

tc = −0, 29 < t0,02(3) = 4, 541, deci se acceptă ipoteza H1

22. Douăzeci de determinări a procentului de NaCl ı̂ntr-o anumită soluţie
au condus X = 0, 70/0 şi s = 0, 030/0. Stiind că procentul de NaCl
ı̂ntr-o anumită soluţie este o v. a. normală , să se verifice la pragul
de semnificaţie α = 0, 05 ipoteza H0 : m = 0, 80/0 faţă de alternativa
H1 : m < 0, 80/0. (t0,95(19) = 1, 729)

Soluţie. tc = X−m
s√
n

= 0,7−0,8
0,03√

20

= −15

tα(19) = t0,05(19) = −t0,95(19) = −1, 729 =⇒ tc = −15 < t0,05(19) =
= −1, 729 =⇒respingem ipoteza H0 şi acceptăm H1

23. Pentru efectuarea unei anumite piese, norma tehnică prevede o durată
medie de 40 minute. Pentru verificarea executării piesei respective ı̂n
condiţii optime, se cronometrează durata de fabricaţie la un număr de
n = 16 muncitori găsindu-se astfel o durată medie de X = 45 minute
şi o abatere medie pătratică S = 3, 5 minute. Putem la un prag
de semnificaţie α = 0, 01 să respingem ipoteza conform căreia durata
medie reală de execuţie a unei piese este mai mare decât norma tehnică
(t0,99(15) = 2, 6)

Soluţie. s2 = n
n−1 · S2 = 16

15 · 12, 25 = 13, 06 =⇒ s = 3, 61

Avem H0 : m = 40
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H1 : m > 40

tc = X−m
s√
n

= 45−40
3,61
4

= 5, 54

t1−α(n − 1) = t0,99(15) = 2, 6 < tc = 5, 54 =⇒ se acceptă ipoteza
conform căreia durata medie de fabricaţie a unei piese este mai mare
decât norma tehnică

24. S-a stabilit experimental că nivelul colesterolului ı̂n organismul unui
adult este o v. a. normală . O selecţie aleatoare de volum n = 41
adulţi a dat un nivel mediu observat al colesterolului X = 213 cu
s2 = 48, 4. Să se testeze ipoteza H0 : m = m0 = 200 cu alternativa
H1 : m = m1 > 200 la un prag de semnificaţie α = 0, 05. (t0,95(40) =
= 1, 684)

Soluţie. Aplicăm testul t unilateral dreapta : tc = X−m
s√
n

= 213−200√
48,4√
41

=

= 11, 97

t0,95(40) = 1, 684 < tc = 11, 97, deci respingem ipoteza H0

25. Precizia unui cântar electronic se verifică cu ajutorul dispersiei măsurătorilor
efectuate asupra unui etalon. Dispersia măsurătorilor nu trebuie să
depăşească valoarea nominală σ2

0 = 0, 04. S-au efectuat n = 11
cântăriri ale unui etalon şi s-au obţinut rezultatele :

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
xi 100,6 99,6 100 100,1 100,3 100 99,9 100,2 100,4 100,6 100,5

Să se verifice, la un prag de semnificaţie α = 0, 05, dacă cântarul
asigură precizia standard stabilită , presupunând că datele de selecţie
sunt observaţii asupra unei v. a. normale. (χ2

0,95(10) = 18, 3)

Soluţie. Avem de testat ipoteza H0 : σ2 = 0, 04 cu alternativa H1 :
σ2 > 0, 04 (cântarul nu asigură precizia cerută ). Ipoteza alternativă
H2 : σ2 < 0, 04 nu prezintă interes, deoarece nu ne temem că precizia
cântarului ar fi mai mare decât cea impusă de standarde.

Avem x = 1
11(100, 6 + 99, 6 + . . . + 100, 5) = 100, 2,

s2 = 1
10 [(100, 2− 100, 6)2 + (100, 2− 99, 6)2 + . . . + (100, 2− 100, 5)2]

χ2
c = (n−1)s2

σ2 = 25 > χ2
0,95(10) = 18, 3, deci respingem ipoteza H0,

cântarul nu asigură precizia cerută , prin urmare trebuie reglat.

26. Pentru analiza preciziei unor măsurători s-au făcut n = 16 măsurıtori
şi s-a stabilit s2 = 0, 56. Verificaţi ipoteza H0 : σ2 = 0, 41 faţă de
alternativa H1 : σ2 6= 0, 41 la pragul de semnificaţie α = 0, 1, ştiind că
populaţia ı̂n studiu este normală . (χ2

0,95(15) = 25, χ2
0,05(15) = 7, 28)
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Soluţie. χ2
c = (n−1)s2

σ2 = 15·0,56
0,41 = 20, 49

Rezultă χ2
0,05(15) < χ2

c < χ2
0,95(15), deci se acceptă ipoteza H0 şi se

respinge ipoteza H1.

27. Precizia de prelucrare a unui strung automat se verifică cu ajutorul
dispersiei dimensiunii controlate a pieselor produse. Dispersia nu tre-
buie să depăşească σ2

0 = 0, 1. O selecţie extrasă la ı̂ntâmplare de volum
n = 25 a dat rezultatele :

xi 3 3,5 3,8 4,4 4,
ni 2 6 9 7 1

Presupunem că xi sunt observaţii asupra unei v. a. normale. Să se
verifice dacă strungul asigură precizia cerută la pragul de semnificaţie
α = 0, 025. (χ2

0,975(24) = 39, 4)

Soluţie. Avem de verificat ipoteza H0 : σ2 = σ2
0 = 0, 1 faţă de H1 :

σ2 = σ2
1 > 0, 1.

Pentru calculul lui s2
X facem schimbarea de variabilă ui = 10 · xi− 39.

Obţinem :

ui -9 -4 -1 5 6
ni 2 6 9 7 1

s2
u =

P
niu

2
i− 1

n
(
P

niui)
2

n−1 = 19, 91, s2
x = s2

u
102 = 0, 1991

Intrucât (n−1)s2
x

σ2
0

= 24·0,1991
0,1 ' 48 > 39, 4 = χ2

0,975(24) respingem H0,
adică strungul nu asigură precizia necesară şi trebuie reglat

6.3 Probleme propuse

1. Repartiţia valorilor defecţiunilor unor aparate de măsură şi control a
fost analizată pe baza a 100 de observaţii care au furnizat următoarele
valori cu privire la numărul de porniri (puneri ı̂n funcţiune) după care

acestea se defectează :
xi 1 3 6 8 10
ni 15 20 30 10 25

Stabiliţi:

a) media şi dispersia de selecţie;

b) funcţia de repartiţie a selecţiei şi valorile ei ı̂n punctele x = 2 şi
x = 7.

R: a) x = 5, 85; S2 = 9, 925
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b)

F ∗(x) =





0, x ≤ 1
0, 15, 1 < x ≤ 3
0, 35, 3 < x ≤ 6
0, 65, 6 < x ≤ 8
0, 75, 8 < x ≤ 10
1, x > 10

F ∗(2) = 0, 15, F ∗(7) = 0, 65

2. Pentru a cerceta prezenţa studenţilor la un anumit curs s-a ales un
eşantion de n studenţi şi s-a ı̂nregistrat numărul absenţelor acestora
la patru cursuri consecutive.

Nr. studenţi ni 50 20 15 8 7
Nr. absenţe xi 0 1 2 3 4

a) Să se scrie repartiţia empirică şi funcţia de repartiţie empirică F ∗
n(x);

b) Să se calculeze media şi dispersia de selecţie;

c) Să se calculeze F ∗
100(3)

R: a) X∗ ∼
(

0 1 2 3 4
0, 5 0, 2 0, 15 0, 08 0, 07

)

F ∗(x) =





0, x ≤ 0
0, 2, 0 < x ≤ 1
0, 7, 1 < x ≤ 2
0, 85, 2 < x ≤ 3
0, 93, 3 < x ≤ 4
1, x > 4

b) x = 1, 02, S2 = 1, 5996

c) F ∗
100(3) = 0, 85

3. Se controlează greutatea unor pachete şi, pentru aceasta, se extrage o
selecţie de volum n, care dă următoarele valori:

Pachetul 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Greutatea 21,5 21,6 21,75 22 22,45 22,6 23,2 23,4 23,5 23.65

Să se calculeze F ∗
10(20), F ∗

10(22), F ∗
10(23). Să se scrie repartiţia empirică

şi să se calculeze media de selecţie.
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R: X∗ ∼
(

21, 5 21, 6 21, 75 22 22, 45 22, 6 23, 2 23, 4 23, 5 23.65
1
10

1
10

1
10

1
10

1
10

1
10

1
10

1
10

1
10

1
10

)

F ∗
10(x) =





0, x ≤ 21, 5
0, 1, 21, 5 < x ≤ 21, 6
0, 2, 21, 6 < x ≤ 21, 75
0, 3, 21, 75 < x ≤ 22
0, 4, 22 < x ≤ 22, 45
0, 5, 22, 45 < x ≤ 22, 6
0, 6, 22, 6 < x ≤ 23, 2
0, 7, 23, 2 < x ≤ 23, 4
0, 8, 23, 4 < x ≤ 23, 5
0, 9, 23, 5 < x ≤ 23, 65
1, x > 23, 65

F ∗
10(20) = 0, F ∗

10(22) = 0, 3, F ∗
10(23) = 0, 6

x = 22, 565

4. Repartiţia valorilor rezistenţei la rupere a unor fire de bumbac (̂ın
kg) a fost analizată pe baza a 100 de observaţii. Valorile observate
ı̂mpreună cu frecvenţele lor absolute sunt date ı̂n tabelul următor:

xi (valorile rezistenţei
la rupere ı̂n kg) 0,5 0,65 0,75 0,8 0,9 1 1,12 1,35

ni (frecvenţe absolute) 2 4 5 26 30 25 6 2

Se cer:

a) Valoarea medie şi dispersia de selecţie a rezistenţei la rupere;

b) F ∗(0, 78), F ∗(0, 9), unde F ∗(x) este funcţia empirică de repartiţie

R: a) X = 0, 8957,S2 ' 0, 0189

b) F ∗(0, 78) = 0, 11, F ∗(0, 9) = 0, 37

5. Dintr-o populaţie normală cu media m = 12, probabilitatea ca me-
dia de selecţie corespunzătoare unei selecţii de volum n = 16 să nu
depăşească 14 este de 0,24. Care este probabilitatea ca o singură
observaţie din această selecţie să aibă o valoare mai mare decât 14?
(Φ(0, 71) = 0, 76,Φ(0, 1776) = 0, 9616)

R: P (Xk > 14) = 0, 0384

6. Dintr-o populaţie normală se extrag toate selecţiile posibile de volum
n = 25. Dacă 50/0 dintre ele au medii care diferă de media poulaţiei cu
cel puţin 5 unităţi ı̂n valoare absolută , aflaţi abaterea medie pătratică
a populaţiei.

R: Stim P (|X −m| ≥ 5) = 0, 05 =⇒ σ = 12, 76
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7. Dintr-o populaţie normală cu media m1 = 60 şi σ2
1 = 40 se extrage o

selecţie de volum n1 = 80 şi dintr-o altă populaţie normală cu media
m2 = 80 şi dispersia σ2

2 = 100 se extrage o selecţie de volum n2 = 100.
Determinaţi probabilitatea ca diferenţa mediilor ı̂n valoare absolută să
fie mai mare decât 8.

R: P (|X1 −X2| > 8) ' 1

8. Arătaţi că media de selecţie este un estimator eficient pentru parametrul
λ al repartiţiei Poisson.

9. Arătaţi că media de selecţie este un estimator eficient pentru media
m a repartiţiei normale.

10. Se constată că sosirile cumpărătorilor ı̂ntr-un raion de confecţii se
supun legii Poisson. Intr-o zi, se alege un interval de timp de 10 ore
şi ı̂n fiecare oră se numără cumpărătorii veniţi la acest raion. Se obţin
valorile X1 = 55, X2 = 60, X3 = 80, X4 = 75, X5 = 60, X6 = 83, X7 =
= 42, X8 = 70, X9 = 70, X10 = 46.

a) Să se estimeze parametrul λ din repartiţia Poisson prin metoda
verosimilităţii maxime;

b) Să se analizeze estimarea făcută .

R: a) λ∗ = X

b) λ∗ e absolut corect, consistent, eficient

11. Să se estimeze prin metoda verosimilităţii maxime parametrul θ al
repartiţiilor:

a) f(x, θ) = (2− θ)x(ln 2)−1 ln θ−1
2−θ , 1 < θ < 2

b) f(x, θ) = θ
1−θx

2θ−1
1−θ , 1

2 < θ < 1

c) f(x, θ) = 1√
2πθ

e−
1
2θ

(x−θ)2 , 0 < x < 1, θ > 0

R: a) θ∗ = 1 + 1
ln 2 · 1

n

n∑

i=1

ln xi

b) θ∗ =

[
1− 1

n

n∑

i=1

ln xi

]−1

c) θ∗ = 1
2


−1 +

√√√√1 + 4
n∑

i=1

x2
i

n




12. Fie X o v. a. cu densitatea f(x, θ) = A

x
θ+1

θ

, x ≥ 1, θ > 0 şi să con-

siderăm o selecţie aleatoare X1, . . . , Xn din populaţia de caracteristică
X.
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a) Să se determine A ı̂n funcţie de θ;

b) Să se afle estimatorul de verosimilitate al parametrului θ şi să se
studieze proprietăţile acestuia.

R: a) A = 1
θ

b) θ∗ = 1
n

n∑

k=1

ln Xk

θ∗ este nedeplasat, consistent, eficient

13. Fie X v. a. normală care reprezintă greutatea unor ouă . O selecţie
de volum n = 200 a dat rezultatele următoare :

Greutatea (g) 37,5 42,5 47,5 52,5 57,5 62,5 67,5 72,5
Nr. observaţiilor 8 14 26 44 68 20 14 6

Stiind că dispersia lui X este σ2 = 64, aflaţi un interval de ı̂ncredere
950/0 şi 900/0 pentru media m. (z0,975 = 1, 96, z0,95 = 1, 65)

R: 53, 79 < m < 56, 01

53, 97 < m < 55, 83

14. Fie X o v. a. care reprezintă numărul de zile după care un anumit
produs alimentar este absorbit pe piaţă . In urma unei selecţii de
volum n = 8 ı̂n rândul centrelor de desfacere, s-au obţinut următoarele
rezultate cu privire la numărul de zile după care se epuizează produsul
respectiv :

Centru de desfacere i 1 2 3 4 5 6 7 8
Nr. de zile xi 40 54 40 50 38 40 50 60

Presupunând că X are o repartiţie normală să se afle:

a) un interval de ı̂ncredere 950/0 pentru viteza media cu care este
absorbit produsul pe piaţă ;

b) un interval de ı̂ncredere 950/0 pentru abaterea medie pătratică a
numărului de zile după care se epuizează produsul respectiv. (t0,975(7) =
= 2, 36, χ2

0,975(7) = 16, χ2
0,025(7) = 1, 69)

R: a) 39, 73 < m < 53, 27

b) 5, 37 < σ < 16, 53

15. Intr-un parc cu 10 maşini ale R.A.T.B-ului s-a efectuat zilnic ı̂n decur-
sul unei anumite perioade ı̂nregistrarea numărului de maşini defecte.
In total s-au făcut n = 200 de astfel de ı̂nregistrări şi s-au obţinut
următoarele rezultate :
Nr. de maşini defecte xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Frecvenţa ni 39 42 38 36 18 12 8 4 2 1 0
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Să se estimeze numărul mediu de maşini defecte, ştiind că numărul de
maşini defecte este o v. a. Poisson şi să se determine un interval 950/0

pentru numărul mediu de maşini defecte.

R: λ∗ − z1−α
2
·
√

λ∗
n < λ < λ∗ + z1−α

2
·
√

λ∗
n , unde λ∗ = X =

= 1
200

10∑

i=0

nixi = 2, 295

2, 085 < λ < 2, 505

16. Pentru a estima precizia unui termometru se realizează 15 măsurători
independente asupra temperaturii unui lichid menţinut constant la
20◦C. Presupunem că rezulttele măsurătorilor sunt realizări ale vari-
abilelor aleatoare normale Xk, k = 1, 15 de medie m = 20 şi σ ne-
cunoscută . Construiţi un interval de ı̂ncredere 1 − α = 0, 99 pentru

σ2, ştiind că 1
15

15∑

k=1

(xk − 20)2 = 18.

R: 8, 23 < σ2 < 58, 7

17. Pentru stabilirea rezistenţei la rupere a unor cabluri s-au efectuat n =
= 36 măsurători şi s-a stabilit media de selecţie X = 500 kg. Stiind că
rezistenţa la rupere este o v. a. normală cu σ2 = 100 kg, să se verifice
ipoteza H0 : m = 496 kg faţă de alternativele : a) H1 : m 6= 496 kg;
b) H1 : m < 496 kg la pragul de semnificaţie α = 0, 01. (z0,995 =
= 2, 58, z0,99 = 2, 33)

R: a) respingem ipoteza H1 şi acceptăm H0

b) se acceptă H1 şi se respinge H0

18. S-a stabilit că greutatea unor ouă pentru a fi importate trebuie să
fie de m0 = 50 g. O cercetare selectivă asupra unui volum n = 150
ouă dintr-un lot importat a determinat o greutate medie observată de
X = 43 g. Se cere să se verifice la un prag de semnificaţie α = 0, 01,
ipoteza H0 : m = m0 = 50 g faţă de ipoteza alternativă H1 : m < 50
g, dacă greutatea ouălelor este o v. a. normală N(m, 16).

R: respingem ipoteza H0 şi acceptăm ipoteza H1

19. Durata de funcţionare a unui tip oarecare de bec electric de 100 waţi
poate fi considerată ca o v. a. X repartizată normal cu media m =
= 1500 şi σ2 = 2002. O selecţie de volum n = 25 de astfel de becuri
dă o durată medie de funcţionare de 1380 ore. La pragul α = 0, 01, să
se verifice ipoteza H0 : m = m0 = 1500 faţă de H1 : m = m1 < 1500.

R: respingem H0 şi acceptăm H1
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20. O firmă producătoare de becuri afirmă că durata medie de viaţă a
becurilor produse este de 170 ore. Un reprezentant al Oficiului pentru
Protecţia Consumatorilor cercetează un eşantion aleator de n = 100
de becuri, obţinând o durată medie observată de viaţă de 158 ore şi
o abatere standard s = 30 ore. Determinaţi un interval de ı̂ncredere
1 − α = 0, 99 pentru durata medie de viaţă m, ı̂n ipoteza că durata
de viaţă a becurilor este o v. a. normală . Poate fi acuzată firma
producătoare de publicitate mincinoasă ? (t0,995(99) = 2, 63)

R: 150 < m < 166; firma poate fi acuzată de publicitate mincinoasă
(folosim testul t unilateral la stânga)

21. Consumul nominal de benzină al unui anumit motor de maşină este
de 10 l la 100 km. Se aleg la ı̂ntâmplare 25 de motoare fabricate după
o tehnologie modernizată , obţinându-se media x = 9, 3 l şi varianţa
s2 = 4l2. Presupunând că selecţia provine dintr-o populaţie normală ,
folosiţi un test unilateral cu nivelul de semnificaţie α = 0, 05, pentru a
testa ipoteza că noua tehnologie nu a influenţat consumul de benzină
(t0,95(24) = 1, 711)

R: ipoteza H0 este respinsă (avem motive să credem că noua tehnologie
a micşorat consumul de benzină )

22. Dintr-o populaţie normală o slecţie de volum n = 30 a dat rezultatele:

xi 0 1 2 3 4 5 6
ni 2 3 6 7 7 3 2

Să se verifice ipoteza H0 : σ2 = σ2
0 = 1 faţă de alternativa H1 : σ2 =

= σ2
1 > 1 la pragul de semnificaţie α = 0, 05. (χ2

0,95(29) = 42, 6)

R: x = 3, 03, s2 = 1, 22

se respinge ipoteza H0 şi se acceptă ipoteza H1



Capitolul 7

Funcţii olomorfe. Dezvoltări
ı̂n serie Laurent

7.1 Noţiuni teoretice

Definiţia 7.1. Fie A ⊂ C o mulţime deschisă şi f : A → C o funcţie
complexă . Funcţia f se numeşte olomorfă ı̂ntr-un punct z0 ∈ A (sau C-
derivabilă ı̂n z0 sau monogenă ı̂n z0) dacă există şi e finită limita l =

= lim
z→z0,z 6=z0

f(z)− f(z0)

z − z0
. Notăm l cu f ′(z0) şi se numeşte derivata com-

plexă a lui f ı̂n z0.
Fie f = P + iQ, unde P = Ref, Q = Imf .
Condiţiile Cauchy-Riemann sunt

∂P

∂x
=

∂Q

∂y

∂P

∂y
= −∂Q

∂x

Teorema 7.1. Fie A ⊂ C o mulţime deschisă . Fie f : A → C, f = P + iQ
e olomorfă ı̂n z0 ∈ A dacă şi numai dacă P, Q : A → R sunt diferenţiabile ı̂n
z0 = (x0, y0) şi derivatele lor parţiale ı̂n (x0, y0) verifică condiţiile Cauchy-
Riemann.

Corolarul 7.1. Fie A ⊂ C o mulţime deschisă şi f : A → C, f = P + iQ.
Dacă P, Q ∈ C1(A) şi dacă pentru ∀z ∈ A au loc condiţiile Cauchy-Riemann,
atunci f este olomorfă pe A.

Notăm ∂f
∂z = 1

2

(
∂f
∂x − i∂f

∂y

)
şi ∂f

∂z = 1
2

(
∂f
∂x + i∂f

∂y

)
(numită derivata are-

olară ).

Corolarul 7.2. Fie A ⊂ C o mulţime deschisă şi f : A → C, f = P + iQ.
Dacă P,Q ∈ C1(A) şi ∂f

∂z = 0 pe A, atunci funcţia f este olomorfă pe A.

165
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Definiţia 7.2. Fie u : A → IR o funcţie de clasă C2 pe A. Funcţia u se
numeşte armonică dacă pentru ∀a ∈ A avem ∂2u

∂x2 (a) + ∂2u
∂y2 (a) = 0, adică

4u = 0 ı̂n orice punct din A.

Corolarul 7.3. Fie A ⊂ C o mulţime deschisă şi f : A → C, f = P + iQ şi
P, Q ∈ C2(A). Dacă f este olomorfă , atunci P, Q sunt funcţii armonice pe
A.

Definiţia 7.3. Seria
∑

n≥0

an(z− z0)n, unde z ∈ C, z0 ∈ C fixat, ak ∈ C, k =

= 0, 1, 2, . . . se numeşte serie de puteri centrată ı̂n punctul z0.
Definiţia 7.4. Fie R = sup

{
r ∈ IR/r ≥ 0, seria

∑

n≥0

an|r|nconvergentă
}
.

Numărul R se numeşte rază de convergenţă , iar discul B(z0, R) =
=

{
z ∈ C |z − z0| < R

}
se numeşte discul de convergenţă . Convenţie :

pentru R = 0, B(z0, R) =
{
z0

}
, iar pentru R = ∞, B(z0, R) = C

Teorema 7.2. (Cauchy- Hadamard) Fie o serie de puteri cu raza de
convergenţă R. Atunci R = 1

lim
n→∞

n
√
|an|

.

Teorema 7.3. (Teorema lui Abel) Fie seria de puteri
∑

n≥0

anzn cu raza

de convergenţă R. Atunci

1. seria este absolut convergentă dacă |z| < R;

2. seria este divergentă |z| > R;

3. seria este uniform convergentă pe |z| ≤ ρ, oricare ar fi ρ < R.

Teorema 7.4. Fie z0 ∈ C fixat şi S(z) =
∑

n≥0

an(z− z0)n, ∀z cu |z− z0| < R

suma seriei centrate ı̂n punctul z0, unde R este raza de convergenţă . Atunci
funcţia S(z) este olomorfă ı̂n orice punct z ∈ B(z0, R) şi

S′(z) =
∑

n≥0

nan(z − z0)n−1, ∀z ∈ B(z0, R).

Corolarul 7.4. Fie z0 ∈ C fixat şi S(z) =
∑

n≥0

an(z−z0)n, ∀z cu |z−z0| < R

suma seriei centrate ı̂n punctul z0, unde R este raza de convergenţă . Atunci
funcţia S(z) are derivate complexe de orice ordin ı̂n orice punct z ∈ B(z0, R)
şi ak = S(k)(z0)

k! , ∀k ∈ IN.

Definiţia 7.5. Se numeşte serie Laurent centrată ı̂n punctul z0 ∈ C
orice serie de funcţii de forma

∑

n∈Z
an(z − z0)n, an ∈ C.
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Definiţia 7.6. Seria
∑

n∈Z
an(z − z0)n, an ∈ C se numeşte convergentă

dacă seriile
∑

n≥0

an(z − z0)n şi
∑

n≥1

a−n(z − z0)−n sunt simultan convergente.

Definiţia 7.7. Seria
∑

n≥1

a−n(z − z0)−n se numeşte partea principală a

seriei Laurent, iar seria
∑

n≥0

an(z − z0)n numeşte partea Taylor a seriei

Laurent.

Teorema 7.5. Fie seria Laurent
∑

n∈Z
an(z−z0)n şi fie r = lim

n→∞
n
√
|a−n|, 1

R
=

= lim
n→∞

n
√
|an|; presupunem că 0 ≤ r < R. Atunci :

a) In coroana circulară B(z0; r,R) =
{
z ∈ C/r < |z − z0| < R

}
seria

Laurent converge absolut şi uniform pe compacţi.
b) In mulţimea C \B(z0; r,R) seria Laurent diverge.
c) Suma seriei Laurent S(z) =

∑

n∈Z
an(z − z0)n este o funcţie olomorfă

pe coroana B(z0; r,R).

Teorema 7.6. Fie f : B(z0; r,R) → C o funcţie olomorfă pe coroana cir-
culară D = B(z0; r,R)(0 ≤ r < R). Atunci există o unică serie Laurent∑

n∈Z
an(z−z0)n a cărei coroană de convergenţă include coroana D astfel ı̂ncât

ı̂n D avem f(z) =
∑

n∈Z
an(z − z0)n.

7.2 Probleme rezolvate

1. Să se arate că funcţia f : C → C, f(z) = |z| nu e olomorfă ı̂n nici un
punct din C.

Soluţie. Funcţia f se scrie f = P + iQ, unde P (x, y) =
√

x2 + y2 şi
Q = 0.

Avem ∂P
∂x = x√

x2+y2
, ∂P

∂y = y√
x2+y2

, ∂Q
∂x = ∂Q

∂y = 0 pentru z 6= 0.

Din condiţiile Cauchy-Riemann obţinem x√
x2+y2

= 0 şi y√
x2+y2

= 0,

deci x = y = 0, adică z = 0. Dar, ı̂n punctul z = 0 funcţia P nu are
derivate parţiale, deci cf. teoremei 7.1, funcţia f nu poate fi olomorfă
ı̂n acest punct.

2. Să se arate că funcţia f : C → C, f(z) =
√
|z2 − z2| este continuă ı̂n

z = 0, satisface condiţiile Cauchy-Riemann ı̂n acest punct, dar nu este
olomorfă .
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Soluţie. lim
z→0

f(z) = 0 = f(0), deci f este continuă ı̂n z = 0

Dacă z = x+iy, avem f(z) = 2
√
|xy|, deci P (x, y) = 2

√
|xy| şi Q = 0.

∂P
∂x (0, 0) = lim

x→0

P (x, 0)− P (0, 0)
x− 0

= 0 =
∂Q

∂y
(0, 0)

∂P
∂y (0, 0) = lim

y→0

P (0, y)− P (0, 0)
y − 0

= 0 = −∂Q

∂x
(0, 0)

Totuşi f nu este olomorfă ı̂n z = 0, deoarece P nu e diferenţiabilă ı̂n
acest punct. Presupunem că P ar fi diferenţiabilă , deci

P (x, y)− P (0, 0) = 0 · (x− 0) + 0 · (y − 0) + P1(z)|z − 0|,

unde lim
z→0

P1(z) = 0.

Pentru z 6= 0 avem P1(z) = P (z)
|z| = 2

√
|xy|√

x2+y2

Luând z = 1
n , z′n = 1

n + i 1
n , n ∈ IN∗ avem zn −→ 0, z′n −→ 0, dar

P1(zn) = 0 −→ 0, P1(z′n) =
√

2 −→ √
2, deci P1 nu are limită ı̂n

(0, 0).

3. Să se determine punctele ı̂n care funcţia f(z) = z2 + zz − z2 + 2z − z
este olomorfă şi să se calculeze derivata funcţiei ı̂n acele puncte.

Soluţie. Dacă z = x + iy, atunci f(z) = x2 + y2 + x + iy(4x + 3), deci
P (x, y) = x2 + y2 + x şi Q(x, y) = y(4x + 3).

Condiţiile Cauchy-Riemann ne dau 2x + 1 = 4x + 3 şi 2y = −4y, deci
x = −1, y = 0. Aşadar, funcţia f este olomorfă ı̂n z = −1.

Derivata ı̂n z = −1 este f ′(−1) = lim
h→0

f(−1 + h)− f(−1)
h

=

= lim
h→0

h2 − h + hh− h
2

h
= −1+ lim

h→0
(h+h− h

2

h
) = −1+ lim

h→0

(
−h

2

h

)
=

= −1, deoarece
∣∣∣h

2

h

∣∣∣ = |h|2
|h| = |h|2

|h| = |h| −→ 0, când h −→ 0

4. Să se scrie condiţiile Cauchy-Riemann ı̂n coordonate polare şi apoi sa
se arate că f(z) = zn (n ≥ 2 ı̂ntreg) e olomorfă ı̂n C.

Soluţie. Fie f = P + iQ, P = P (x, y), Q = Q(x, y) de clasă C1.

Luăm x = r cos θ, y = r sin θ.

Atunci ∂P
∂r = ∂P

∂x · ∂x
∂r + ∂P

∂y · ∂y
∂r = ∂P

∂x · cos θ − ∂P
∂y · sin θ

∂P
∂θ = ∂P

∂x · ∂x
∂θ + ∂P

∂y · ∂y
∂(−r sin θ)+θ = ∂P

∂x · ∂P
∂y · r cos θ

Rezolvăm sistemul relativ la ∂P
∂x , ∂P

∂y şi obţinem
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∂P
∂x = ∂P

∂r cos θ − 1
r · ∂P

∂θ sin θ

∂P
∂y = ∂P

∂r sin θ + 1
r · ∂P

∂θ cos θ

Analog pentru Q.

Condiţiile Cauchy-Riemann devin :
∂P
∂r = 1

r
∂Q
∂θ

∂Q
∂r = −1

r
∂P
∂θ

Pentru f(z) = zn avem f = P + iQ = (x + iy)n = (reiθ)n = rneinθ =⇒
=⇒ P = rn cosnθ, Q = rn sinnθ şi se verifică relaţiile deduse mai
sus.

5. Fie P (x, y) = e2x cos 2y + y2 − x2. Să se determine funcţia olomorfă
f = P + iQ pe C astfel ı̂ncât f(0) = 1.

Soluţie. Verificăm că funcţia P este armonică .

Aplicăm condiţiile Cauchy-Riemann şi obţinem

∂P

∂x
=

∂Q

∂y
= 2e2x cos 2y − 2x

−∂P

∂y
=

∂Q

∂x
= 2e2x sin 2y − 2y

Integrăm a doua ecuaţie ı̂n raport cu x şi obţinem Q(x, y) = e2x sin 2y−
−2xy + c(y). Inlocuind apoi ı̂n a prima ecuaţie avem c′(y) = 0, deci
c(y) = k. Atunci f(z) = e2x cos 2y + y2−x2 +i(e2x sin 2y− 2xy +k) =
= e2x(cos 2y + i sin 2y) − (x + iy)2 + ki =⇒ f(z) = e2z − z2 + ki. Din
condiţia din enunţ obţinem constanta k : f(0) = 1 =⇒ k = 0. Aşadar,
f(z) = e2z − z2.

6. Să se determine funcţia olomorfă f = P + iQ pe C, unde Q(x, y) =
= ϕ(x2 − y2), ϕ ∈ C2.

Soluţie. Notăm α = x2 − y2.

Avem ∂Q
∂x = 2xϕ′(α), ∂Q

∂y = −2yϕ′(α), deci ∂2Q
∂x2 = 2ϕ′(α) + 4x2ϕ′′(α),

∂2Q
∂y2 = −2ϕ′(α) + 4y2ϕ′′(α)

Cum Q este armonică rezultă că 4Q = 0 =⇒ ∂2Q
∂x2 + ∂2Q

∂y2 =
= 4(x2 + y2)ϕ′′(α) = 0 =⇒ ϕ′′(α) = 0 =⇒ ϕ′(α) = c =⇒ ϕ(α) =
= cα + c1 =⇒ Q(x, y) = c(x2 − y2) + c1, c, c1 ∈ IR

Din condiţiile Cauchy-Riemann obţinem

∂P

∂x
=

∂Q

∂y
= −2cy
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∂P

∂y
= −∂Q

∂x
= −2cx

Integrând a doua ecuaţie şi ı̂nlocuind ı̂n prima obţinem P (x, y) =
= −2cxy + k, deci f(z) = −2cxy + k + i(c(x2 − y2) + c1) =⇒
=⇒ f(z) = ciz2 + d, c, d ∈ IR

7. Stiind că partea reala P a unei funcţii olomorfe f(z) = P + iQ este de
forma P = ϕ

( y
x

)
, să se determine această funcţie.

Soluţie. Notăm y
x = u. Atunci ∂Q

∂x = − 1
x · ϕ′(u), ∂Q

∂y = − y
x2 · ϕ′(u).

Fie Q1(x, y) funcţia obţinută ı̂nlocuind ı̂n Q variabila y prin ux.

Avem ∂Q
∂x = −∂Q1

∂u · y
x2 + ∂Q1

∂u

∂Q
∂y = ∂Q1

∂u · 1
x

Atunci ∂Q1

∂u = −ϕ′(u) · u
∂Q1

∂x = − 1
x · ϕ′(u)(1 + u2)

Prima ecuaţie ne arată că Q1(u) este de forma Q1(u) = F (u) + G(x).

Cea de-a doua ecuaţie se poate scrie sub forma

xG′(x) = −ϕ′(u) · (1 + u2)

egalitate posibilă doar dacă cei doi membri sunt constanţi. Atunci
ϕ′(u) = k

1+u2 , G′(x) = −k
x , deci ϕ(u) = karctg u + k1, G(x) =

= −k lnx + k2.

Inlocuind aceste expresii ı̂n prima egalitate obţinem F ′(u) = − ku
1+u2 =⇒

F (u) = −k ln
√

1 + u2+k3 =⇒ f(z) = k(arctg u− i ln x
√

1 + u2)+α =
= karctg y

x − ik ln
√

x2 + y2 + α,k ∈ R, α ∈ C

8. Să se determine funcţia olomorfă f = P + iQ astfel ı̂ncât f
(

π
2

)
= 0 şi

P −Q = cos x+sin x−e−y

2 cos x−ey−e−y .

Soluţie. Derivăm relaţia din enunţ ı̂n raport cu x şi y şi ţinem seama
de condiţiile Cauchy-Riemann :
∂P
∂x − ∂Q

∂x = ∂P
∂x + ∂P

∂y = 2−(cos x−sin x)ey−(cos x+sin x)e−y

(2 cos x−ey−e−y)2

∂P
∂y − ∂Q

∂y = ∂P
∂y − ∂P

∂x = −2+(cos x+sin x)ey+(cos x−sin x)e−y

(2 cos x−ey−e−y)2

Obţinem astfel
∂P

∂x
=

2− (ey + e−y) cos x

(2 cosx− ey − e−y)2

∂P

∂y
=

(ey − e−y) sinx

(2 cosx− ey − e−y)2
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Integrăm a doua relaţie ı̂n raport cu y : P (x, y) = sin x
2 cos x−ey−e−y +

+ϕ(x). Derivând ı̂n raport cu x şi introducând ı̂n prima ecuaţie
obţinem ϕ′(x) = 0 =⇒ ϕ(x) = k =⇒ P (x, y) = sin x

2 cos x−ey−e−y + k =⇒
=⇒ Q(x, y) = e−y−cos x

2 cos x−ey−e−y +k =⇒ f(z) = ie−y−ieix

eix+e−ix−ey−e−y +k(1+i) =
= i

e−i(x+iy)−1
+k(1+i) = i

e−iz−1
+k(1+i), dar f

(
π
2

)
= i

−i−1 +k(1+i) =
= 0 =⇒ k = 1

2

9. Să se determine funcţia olomorfă f = P + iQ ştiind că P şi Q verifică
relaţia 2xyP + (y2 − x2)Q + 2xy(x2 + y2)2 = 0.

Soluţie. Obţinem P = x2−y2

2xy Q− (x2 + y2)2

Cum f e olomorfă , ţinând cont de condiţiile Cauchy-Riemann şi de
relaţia de mai sus avem :

∂Q

∂y
+

y2 − x2

2xy
· ∂Q

∂x
− x2 + y2

2x2y
Q + 4x(x2 + y2) = 0

∂Q

∂x
+

x2 − y2

2xy
· ∂Q

∂y
− x2 + y2

2xy2
Q− 4y(x2 + y2) = 0

Deci
∂Q

∂x
=

Q

x
+ 8x2y

∂Q

∂y
=

Q

y
− 8xy2

Rezultă că dQ = ∂Q
∂x dx + ∂Q

∂y dy = ydx+xdy
xy Q + 8xy(xdx− ydy) =

= d(xy)
xy Q + 4xyd(x2 − y2) =⇒ xydQ−Qd(xy)

x2y2 = 4d(x2 − y2) =⇒
=⇒ d

(
Q
xy

)
− 4d(x2 − y2) = 0 =⇒ Q

xy − 4(x2 − y2) = 2k =⇒
=⇒ Q(x, y) = 4xy(x2 − y2) + 2kxy

Deci P (x, y) = x4 − 6x2y2 + y4 + k(x2 − y2)

Aşadar, f(z) = x4−6x2y2+y4+k(x2−y2)+i(4xy(x2−y2)+2kxy) =⇒
=⇒ f(z) = z4 + kz2

10. Să se dezvolte ı̂n serie de puteri ale lui z funcţia f(z) = 1
z3−6z2+11z−6

ı̂n următoarele domenii:

a) |z| < 1;

b) 1 < |z| < 2;

c) 2 < |z| < 3;

d) |z| > 3.



172CAPITOLUL 7. FUNCŢII OLOMORFE. DEZVOLTĂRI ÎN SERIE LAURENT

Soluţie. Funcţia f are ca poli rădăcinile ecuaţiei z3−6z2+11z−6 = 0,
adică punctele z1 = 1, z2 = 2, z3 = 3.

a) In cercul |z| < 1, funcţia f este olomorfă , deci dezvoltabilă ı̂n serie
Taylor ı̂n acest domeniu.

f(z) = 1
(z−1)(z−2)(z−3) = 1

2(z−1) − 1
z−2 + 1

2(z−3) = −1
2 · 1

1−z + 1
2 · 1

1− z
2
−

1
6 · 1

1− z
3

In acest domeniu avem |z| < 1,
∣∣ z
2

∣∣ < 1,
∣∣ z
3

∣∣ < 1. Atunci f(z) =

= −1
2

∑

n≥0

zn +
1
2

∑

n≥0

zn

2n
− 1

6

∑

n≥0

zn

3n

b) In coroana circulară 2 < |z| < 3, funcţia f este dezvoltabilă ı̂n serie
Laurent.

f(z) = 1
2z · 1

1− 1
z

+ 1
2 · 1

1− z
2
− 1

6 · 1
1− z

3

In domeniul 1 < |z| < 2 avem
∣∣ z
2

∣∣ < 1,
∣∣ z
3

∣∣ < 1,
∣∣1
z

∣∣ < 1, deci f(z) =

= 1
2z

∑

n≥0

1
zn

+
1
2

∑

n≥0

zn

2n
− 1

6

∑

n≥0

zn

3n

f(z) = 1
2z · 1

1− 1
z

− 1
z · 1

1− 2
z

− 1
6 · 1

1− z
3

In domeniul 2 < |z| < 3 avem
∣∣1
z

∣∣ < 1,
∣∣ z
3

∣∣ < 1,
∣∣2
z

∣∣ < 1

Atunci f(z) = 1
2z

∑

n≥0

1
zn
− 1

z

∑

n≥0

2n

zn
− 1

6

∑

n≥0

zn

3n+1

d) f(z) = 1
2z · 1

1− 1
z

− 1
z · 1

1− 2
z

+ 1
2z · 1

1− 3
z

In acest domeniu
∣∣1
z

∣∣ < 1,
∣∣2
z

∣∣ < 1,
∣∣3
z

∣∣ < 1

Atunci f(z) = 1
2z

∑

n≥0

1
zn
− 1

z

∑

n≥0

2n

zn
+

1
2z

∑

n≥0

3n

zn

11. Să se dezvolte funcţia f(z) = 2z2+3z−1
z3+z2−z−1

ı̂n jurul originii şi ı̂n jurul lui
z = ±1.

Soluţie. z3 + z2 − z − 1 = 0 =⇒ (z − 1)(z + 1)2 = 0, deci z = 1 e pol
simplu, iar z = −1 e pol dublu

f(z) = 1
z−1 + 1

z+1 + 1
(z+1)2

In cercul |z| < 1, f este olomorfă şi f(z) = −
∑

n≥0

zn +
∑

n≥0

(−1)nzn+

+
∑

n≥0

(−1)n(n + 1)zn
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Pentru a dezvolta ı̂n jurul punctului z = −1 scriem f(z) = 1
(z+1)2

+
+ 1

z+1 − 1
2 · 1

1− z+1
2

In cercul |z + 1| < 2 avem 1
1− z+1

2

=
∑

n≥0

(
z + 1

2

)n

Deci f(z) = 1
(z+1)2

+ 1
z+1 − 1

2

∑

n≥0

(
z + 1

2

)n

f(z) = 1
z−1 + 1

2 · 1
1+ z−1

2

+ 1
4 · 1

(1+ z−1
2 )2

In cercul |z − 1| < 2 avem 1
1+ z−1

2

=
∑

n≥0

(−1)n

(
z − 1

2

)n

şi 1

(1+ z−1
2 )2 =

=
∑

n≥0

(−1)n (n + 1)(z − 1)n

2n

Atunci f(z) = 1
z−1 +

∑

n≥0

(−1)n n + 3
2n+2

(z − 1)n

12. Să se dezvolte funcţia f(z) = sin z
z−1 ı̂n jurul punctului z = 1.

Soluţie. sin z
z−1 = sin

(
1 + 1

z−1

)
= sin 1 cos 1

z−1 + cos 1 sin 1
z−1

sin 1
z−1 =

∑

n≥0

(−1)n 1
(2n + 1)!(z − 1)2n+1

cos 1
z−1 =

∑

n≥0

(−1)n 1
(2n)!(z − 1)2n

Atunci f(z) = sin 1 ·
∑

n≥0

(−1)n 1
(2n)!(z − 1)2n

+

+cos 1 ·
∑

n≥0

(−1)n 1
(2n + 1)!(z − 1)2n+1

13. Să se dezvolte funcţia f(z) = eiπ· z+i
z−i ı̂n jurul punctului z = i.

Soluţie. f(z) = eiπ(1+ 2i
z−i

) = eiπ · e− 2π
z−i = −e−

2π
z−i =⇒

=⇒ f(z) = −
∑

n≥0

(−1)n

n!

(
2π

z − i

)n

convergentă pe coroana circulară

0 < |z − i| < ∞

14. Să se dezvolte funcţia f(z) = 1
z2 sin z

ı̂n jurul originii şi a punctului
z = π.
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Soluţie. f(z) = 1
z2 · 1

z− z3

3!
+ z5

5!
−...

= 1
z3 · 1

1− z2

3!
+ z4

5!
−...

In domeniul |z| < π, f1(z) = 1

1− z2

3!
+ z4

5!
−...

este olomorfă , deci 1

1− z2

3!
+ z4

5!
−...

=

= a0 + a2z
2 + a4z

4 + . . .. Prin identificarea coeficienţilor obţinem
a0 = 1, a2 = 1

6 , a4 = 7
360 , . . . =⇒ f(z) = 1

z3 + 1
6 · 1

z + 7
360 · z + . . .

Pentru a dezvolta funcţia ı̂n jurul punctului z = π facem substituţia
z = t+π şi f(z) devine F (t) = − 1

(t+π)2 sin t
= − 1

π2t
(1+ t

π )−2· 1

1− t2

3!
+ t4

5!
−...

In interiorul cercului |t| < π avem
∣∣ t
π

∣∣ < 1 şi (1 + t
π )−2 = 1− 2 · t

π+
+3 · t2

π2 − 4 · t3

π3 + . . .

Atunci ı̂n domeniul |t| < π avem
F (t) = − 1

π2t
(1− 2 · t

π + 3 · t2

π2 − 4 · t3

π3 + . . .)(1 + 1
6 t2 + 7

360 t4 + . . .) =⇒
=⇒ F (t) = − 1

π2t
+ 2

π3 − 18+π2

6π4 t + 12+π2

3π5 t2 + . . .

Revenind la variabila z, ı̂n interiorului cercului |z−π| < π, dezvoltarea
ı̂n serie a funcţiei f(z) este f(z) = − 1

π2 · 1
z−π + 2

π3 − 18+π2

6π4 (z − π)+
+12+π2

3π5 (z − pi)2 + . . .

7.3 Probleme propuse

1. Să se arate că funcţiile f : C→ C, f(z) = z2 + eiz,g : C \ {
0
} → C,

g(z) = 1
z sunt olomorfe.

R: Se aplică corolarul 7.1

2. Să se arate că funcţia f : C → C, f(z) = z nu e olomorfă ı̂n nici un
punct din C.

3. Să se determine punctele ı̂n care funcţia f : C → C, f(z) = zz este
olomorfă .

R: z = 0

4. Să se determine constantele corespunzătoare astfel ı̂ncât următoarele
funcţii să fie olomorfe:

a) f1(z) = x + ay + i(bx + cy);

b) f2(z) = x2 + axy + by2 + i(cx2 + dxy + y2);

c) f3(z) = cosx(cosh y + a sinh y) + i sinx(cosh y + b sinh y).

R: a) b = −a, c = 1; b) a = d = 2, b = c = −1; c) a = b = −1.

5. Să se calculeze ∂f
∂z , ∂f

∂z pentru funcţiile f1(z) = z2 şi f2(z) = z · |z|2.
R: ∂f1

∂z = 2z, ∂f1

∂z = 0, ∂f2

∂z = 2|z|2, ∂f2

∂z = z2
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6. Să se determine funcţia olomorfă f = P+iQ pe C astfel ı̂ncât P (x, y) =
x2 − y2 şi f(0) = 0.

R: f(z) = z2

7. Să se determine funcţia olomorfă f = P+iQ pe C astfel ı̂ncât P (x, y) =
= sin x cosh y şi f(0) = 0.

R: f(z) = sin z

8. Să se determine funcţia olomorfă f = P+iQ pe C astfel ı̂ncât Q(x, y) =
= ln(x2 + y2) + x− 2y.

R: f(z) = 2i ln z − (2− i)z + k

9. Să se determine funcţia olomorfă f = P+iQ pe C astfel ı̂ncât Q(x, y) =
= ex sin y − y

x2+y2 şi f(1) = e.

R: f(z) = ez + 1
z − 1

10. Să se dezvolte ı̂n serie de puteri ale lui z funcţia f(z) = 1
z2−3z+2

ı̂n
următoarele domenii:

a) |z| < 1;

b) 1 < |z| < 2;

c) |z| > 2.

R: a) f(z) =
∑

n≥0

2n+1 − 1
2n+1

zn; b) f(z) =
∑

n≥1

(
1
zn

+
zn

2n+1

)
;

c) f(z) =
∑

n≥1

2n − 1
zn+1

11. Să se determine dezvoltările ı̂n serie după puterile lui z ale funcţiei
f(z) = 1

(z2−1)(z2−4)2
.

R: Dacă |z| < 1, f(z) =
∑

n≥0

(
−1 +

3n + 7
4n+2

)
· z2n

9

Dacă 1 < |z| < 2,f(z) = 1
9

∑

n≥1

1
z2n

+
∑

n≥0

3n + 7
4n+2

z2n

9

Dacă |z| > 2, f(z) =
∑

n≥3

[(3n− 7)4n−2 + 1]
1

9z2n



Capitolul 8

Integrale complexe

8.1 Noţiuni teoretice

Definiţia 8.1. Fie A ⊂ C o mulţime deschisă nevidă şi fie f : A → C o
funcţie olomorfă pe A. Un punct z0 ∈ C se numeşte punct singular izolat
al lui f dacă există un disc B(z0, r)(r > 0) astfel ı̂ncıt B(z0, r) \

{
z0

} ⊂ A
(adică funcţia f este olomorfă pe discul punctat B(z0; 0, r) = B(z0, r)\

{
z0

}
).

Pe coroana B(z0; 0, r) funcţia olomorfă f are o dezvoltare ı̂n serie Laurent

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n.

Exemplul 8.1. Punctul z = 2 este un punct singular izolat pentru fiecare
din funcţiile f(z) = 1

z−2 , f(z) = z2, f(z) = sin πz
z−2 .

Exemplul 8.2. Punctele z = 0,±i sunt puncte singulare izolate ale
funcţiei f : C \ {

0,±i
} → C, f(z) = 1

z3+z
.

Definiţia 8.2. Fie f : A → C o funcţie olomorfă , unde A ⊂ C o mulţime
deschisă nevidă şi fie z0 ∈ C un punct singular izolat al lui f . Punctul
singular izolat z0 se numeşte punct singular aparent dacă seria Laurent

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n are partea principală nulă , adică an = 0,∀n < 0.

Definiţia 8.3. Punctul singular izolat z0 se numşte pol dacă ı̂n seria

Laurent f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n partea principală are un număr finit de

termeni nenuli, adică există m ∈ ZZ, m < 0 astfel ı̂ncât am 6= 0 şi an =
0, ∀n ∈ ZZ cu n < m. Numărul natural −m se numeşte ordinul polului z0.
Polii de ordinul ı̂ntâi se mai numesc simpli.
Definiţia 8.4. Punctul singular izolat z0 se numşte punct singular

esenţial dacă partea principală a seriei Laurent f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n

are o infinitate de termeni nenuli.
Propoziţia 8.1. Fie f : B(z0; 0, r) → C o funcţie olomorfă pe coroana

176
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B(z0; 0, r). Atunci punctul z0 este punct singular aparent pentru f dacă şi
numai dacă există şi este finită lim

z→z0

f(z).

Propoziţia 8.2. Fie f : B(z0; 0, r) → C o funcţie olomorfă pe coroana
B(z0; 0, r). Atunci punctul z0 este pol pentru f dacă şi numai dacă există
şi este finită lim

z→z0

f(z) = ∞.

Propoziţia 8.3. Fie f : B(z0; 0, r) → C o funcţie olomorfă pe coroana
B(z0; 0, r). Atunci punctul z0 este punct singular esenţial pentru f dacă şi
numai dacă nu există lim

z→z0

f(z).

Exemplul 8.3. Punctul z = 1 este un pol simplu pentru f(z) = z
z−1 .

Intr-adevăr, lim
z→1

f(z) = ∞, iar dezvoltarea Laurent a lui f ı̂n jurul lui z = 1

este f(z) = 1+z−1
z−1 = 1

z−1 + 1, cu partea principală 1
z−1 .

Exemplul 8.4. Punctul z = 0 este o singularitate aparentă pentru f(z) =
= sin z

z , deoarece lim
z→0

= 1.

Exemplul 8.5. Punctul z = 2 este pol dublu pentru f(z) = sin πz
(z−2)3

.
Pentru orice z ∈ C avem sinπz = a0 + a1(z − 2) + a2(z − 2)2 + . . ., unde
a0 = 0, a1 = π, a2 = 0, a3 = −π3

6 etc., deci f(z) = π
(z−2)2

− π3

6 + . . .

Exemplul 8.6. Pentru funcţia f(z) = ez punctul z = 0 este singular
esenţial deoarece e

1
z = 1+ 1

1!z + 1
2!z2 + . . . şi partea principală are o infinitate

de termeni. Analog, z = 0 este singular esenţial pentru g(z) = sin 1
z şi

h(z) = cos 1
z .

Cazul punctului de la infinit
Fie f : B(0; r,∞) → C o funcţie olomorfă pe coroana B(0; r,∞) (exte-

riorul unui disc). Vom spune că punctul ∞ este punct singular izo-
lat al lui f . Funcţia (t 7→ z = 1

t ) : B(0; 0, 1
r ) → B(0; r,∞) este olo-

morfă ; compunând cu f obţinem funcţia olomorfă f∗ : B(0; 0, 1
r ) → C,

f∗(t) = f(1
t ),∀t ∈ B(0; 0, 1

r ) care are punctul t = 0 ca punct singular izolat.
Vom spune că z = ∞ este un punct singular aparent al lui f (sau că

funcţia f este olomorfă ı̂n z = ∞) dacă funcţia f∗ are t = 0 ca punct
singular aparent. Vom spune că z = ∞ este pol al lui f dacă funcţia f∗ are
t = 0 ca pol. Vom spune că z = ∞ este punctul singular esenţial al lui f
dacă funcţia f∗ are t = 0 ca punct singular esenţial.

Observaţia 8.1. Fie f(z) =
∞∑

n=−∞
anzn dezvoltarea ı̂n serie Laurent a lui

f ı̂n coroana |z| > r. Atunci f∗(t) = f(1
t ) =

∞∑
n=−∞

ant−n este dezvoltarea

ı̂n serie Laurent a funcţiei f∗ ı̂n coroana B(0; 0, 1
r ). Rezultă că z = ∞ este

punct singular aparent al lui f dacă an = 0, ∀n ≥ 1; z = ∞ este pol al lui
f dacă an = 0,∀n ≥ 1, cu excepţia unui număr finit de valori şi z = ∞ este
punct singular esenţial al lui f dacă an 6= 0 pentru o infinitate de valori ale
lui n ≥ 1.
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Definiţia 8.5. Un domeniu D se numeşte simplu conex dacă orice curbă
simplă ı̂nchisă C conţinută ı̂n D are proprietatea că domeniul mărginit ∆
care are frontiera C este inclus ı̂n D.

Teorema 8.1. (Teorema lui Cauchy) Dacă f este olomorfă ı̂ntr-un dome-
niu simplu conex D, atunci

∫
C f(z)dz = 0, oricare ar fi curba ı̂nchisă C

conţinută ı̂n D.

Teorema 8.2. (Formula integrală Cauchy) Fie f o funcţie olomorfă
ı̂ntr-un domeniu simplu conex D şi C o curbă simplă ı̂nchisă conţinută ı̂n
D. Notăm cu ∆ domeniul mărginit care are frontiera C, ∆ ⊂ D. Atunci

f(a) =
1

2πi

∫

C

f(z)
z − a

dz, a ∈ ∆

Teorema 8.3. Fie f o funcţie olomorfă ı̂ntr-un domeniu D simplu conex
ce admite derivate de orice ordin. Atunci

f (n)(a) =
n!
2πi

∫

C

f(z)
(z − a)n+1

dz

unde C este o curbă simplă ı̂nchisă care ı̂nconjoară punctul a.

Definiţia 8.6. Fie A ⊂ C o mulţime deschisă nevidă şi fie f : A → C
o funcţie olomorfă şi fie discul punctat (coroana) B(z0; 0, r) ⊂ A (z0 ∈ C,
r > 0) astfel ı̂ncât punctul z0 să fie punct singular izolat al funcţiei f . Fie

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z− z0)n dezvoltarea ı̂n serie Laurent a funcţiei f ı̂n coroana

B(z0; 0, r). Coeficientul a−1 se numeşte reziduul funcţiei f ı̂n punctul
singular z0 şi se notează Rez(f, z0).
Propoziţia 8.4. Fie C =

{
z ∈ C/|z − z0| = ρ < r

}
(cerc parcurs ı̂n sens

trigonometric direct). Atunci

a−1 =
1

2πi

∫

C
f(z)dz

Observaţia 8.2. Dacă z0 ∈ C e punct singular aparent pentru f , atunci
Rez(f, z0) = 0.
Propoziţia 8.5. Fie f : B(z0; 0, r) → C o funcţie olomorfă pe coroana

B(z0; 0, r) şi fie z0 ∈ C un pol de ordinul k > 0 pentru f . Atunci

Rez(f, z0) =
1

(k − 1)!
lim

z→z0

[(z − z0)kf(z)](k−1)

Corolarul 8.1. Fie f : B(z0; 0, r) → C o funcţie olomorfă pe coroana B(z0; 0, r)
astfel ı̂ncât f(z) = P (z)

Q(z) , ∀z ∈ B(z0; 0, r), cu P, Q funcţii olomorfe ı̂n discul
B(z0; r), P (z0) 6= 0, Q(z0) = 0, Q′(z0) 6= 0. Atunci punctul z0 ∈ C este un
pol de ordinul ı̂ntâi pentru f şi Rez(f, z0) = P (z0)

Q′(z0) .
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Definiţia 8.7. Fie f : B(0; r,∞) → C o funcţie olomorfă ı̂n exteriorul
discului B(0, r) (deci z = ∞ este punct singular izolat pentru funcţia f). Se
numeşte reziduul funcţiei f ı̂n punctul ∞, reziduul funcţiei (− 1

t2
)f(1

t )
ı̂n punctul t = 0.
Propoziţia 8.6. Fie C =

{
z ∈ C/|z| = ρ > r

}
un cerc de rază ρ parcurs

ı̂n sens trigonometric direct (orientat pozitiv). Atunci

Rez(f,∞) = − 1
2πi

∫

C
f(z)dz

Teorema 8.4. (Teorema reziduurilor) Fie f o funcţie olomorfă ı̂ntr-
un domeniu D şi C o curbă simplă ı̂nchisă conţinută ı̂n D. Notăm cu ∆
domeniul mărginit care are frontiera C. Dacă ı̂n interiorul lui ∆ funcţia f
are un număr finit de singularităţi a1, a2, . . . an, poli sau puncte singulare
esenţiale, atunci

∫

C
f(z)dz = 2πi

k∑

j=1

Rez(f, αj)

Corolarul 8.2. Fie α1, α2, . . . , αk ∈ C punctele singulare izolate ale unei
funcţii f : C\{α1, α2, . . . , αk

} → C, olomorfe pe C\{α1, α2, . . . , αk

}
. Atunci

k∑

j=1

Rez(f, αj) + Rez(f,∞) = 0 (suma tuturor reziduurilor este nulă ı̂n cazul

unui număr finit de puncte singulare izolate).

Lema 8.1. (Jordan) Fie f o funcţie continuă definită ı̂n sectorul θ1 ≤ θ ≤
≤ θ2 (z = reit). Dacă lim

|z|→∞
zf(z) = 0 (θ1 ≤ arg z ≤ θ2), atunci

∫

δ(r)
f(z)dz −→ 0

când r −→ ∞, unde δ(r) este arcul de cerc centrat ı̂n origine de rază r
conţinut ı̂n sectorul θ1 ≤ θ ≤ θ2.

Lema 8.2. (Jordan) Fie f o funcţie continuă definită ı̂n sectorul θ1 ≤ θ ≤
≤ θ2 (z = reit). Dacă lim

|z|→0
zf(z) = 0 (θ1 ≤ arg z ≤ θ2), atunci

∫

δ(r)
f(z)dz −→ 0

când r −→ 0, unde δ(r) este arcul de cerc centrat ı̂n origine de rază r
conţinut ı̂n sectorul θ1 ≤ θ ≤ θ2.
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8.2 Probleme rezolvate

1. Să se calculeze reziduul funcţiei f(z) = 1
z sin z2 ı̂n punctul z = 0.

Soluţie. Avem sin z = z
1! − z3

3! + z5

5! − . . . =⇒ z sin z2 =

= z
(

z2

1! − z6

3! + z10

5! − . . .
)

= z3
(
1− z4

3! + z8

5! − . . .
)

=⇒
=⇒ f(z) = 1

z3
�
1− z4

3!
+ z8

5!
−...

�
Există o serie de puteri

∑

n≥0

anzn astfel ı̂ncât
(
1− z4

3! + z8

5! − . . .
)
·

·(a0 + a1z + a2z
2 + . . .) = 1 =⇒ a0 = 1, a0 · 0 + a1 · 1 = 0, a0 · 0 + a1 ·

0 + a2 · 1 =
= 0 =⇒ a2 = 0

Atunci f(z) = 1
z3

∑

n≥0

anzn =
a0

z3
+

a1

z2
+

a2

z
+ a3 + . . ., deci Rez(f, 0) =

= a2 = 0

2. Să se calculeze reziduul funcţiei f(z) = 1
z(1−ez) ı̂n z = 0.

Soluţie. z(1− ez) = z2(1 + z
2! + z2

3! + . . .) =⇒ f(z) = 1

z2(1+ z
2!

+ z2

3!
+...)

=

= 1
z2 · (a0 + a1z + a2z

2 + . . .)

Deci 1 = (1 + z
2! + z2

3! + . . .) · (a0 + a1z + a2z
2 + . . .) =⇒ a0 = 1, a0 · 1 +

1
2! · a1 =
= 0 =⇒ a1 = −1

2 =⇒ Rez(f, 0) = 1
2

3. Să se calculeze Rez(f, 0), unde f(z) = 1
zn (1 + e

1
z ).

Soluţie. Punctul z = 0 este un punct singular esenţial izolat, deoarece
f admite o dezvoltare ı̂n serie Laurent ı̂n jurul originii,

f(z) =
1
zn

(
2 +

1
1!
· 1
z

+
1
2!
· 1
z2

+
1
3!
· 1
z3

+ . . .

)

cu o infinitate de termeni ı̂n partea principală .

Reziduul funcţiei relativ la acest punct este coeficientul lui 1
z , deci

Rez(f, 0) = 2, pentru n = 1 şi Rez(f, 0) = 0, pentru n > 1.

4. Să se calculeze reziduul funcţiei f(z) = 1
(z2+1)n relativ la polii ei.
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Soluţie. z = ±i sunt poli de ordin n

Rez(f, i) = 1
(n−1)! limz→i

[(z − i)n · 1
(z − i)n(z + i)n

](n−1) =

= 1
(n−1)! limz→i

[
1

(z + i)n

](n−1)

= (−1)n−1 n(n + 1) . . . (2n− 2)
(n− 1)!

(2i)−2n+1 =

= − i
22n−1 · n(n+1)...(2n−2)

(n−1)!

Analog calculăm Rez(f,−i)

5. Să se calculeze integralele I1 =
∫
|z|=1 z|dz|, I2 =

∫
S z|dz|, unde cercul

unitate este parcurs pozitiv o singură dată , iar S e segmentul care
uneşte 0 şi i.

Soluţie. z = eit, t ∈ [0, 2π] =⇒ dz = ieitdt =⇒ |dz| = dt =⇒ I1 =
=

∫ 2π
0 eitdt = 1

i e
it/2π

0 = 0

Segmentul S are reprezentarea parametrică z = ti, t ∈ [0, 1] =⇒ dz =
= idt =⇒ |dz| = dt =⇒ I2 =

∫ 1
0 tidt = i

2

Să se calculeze integralele complexe:

6.
∫
γ(z2 + 1)dz, unde γ e semidiscul

{
z ∈ C/|z| ≤ r, Imz ≥ 0

}
cu r > 1.

Soluţie. γ este reuniunea curbelor δ, unde δ(t) = (2t− 1)r, t ∈ [0, 1] şi
σ, unde σ(t) = reit, t ∈ [0, π]

Atunci
∫
γ(z2+1)dz =

∫
δ(z

2+1)dz+
∫
σ(z2+1)dz =

∫ 1
0 (2t−1)2r22rtdt+

+
∫ π
0 r2e2itrieitdt etc

7.
∫
|z−2i|=1

1
z2+4

dz

Soluţie.
∫
|z−2i|=1

1
z2+4

dz =
∫
|z−2i|=1

1
z+2i

z−2idz =
∫
|z−2i|=1

f(z)
z−2i , unde

f(z) = 1
z+2i

Aplicăm formula integrală a lui Cauchy şi obţinem :
f(2i) = 1

2πi

∫
|z−2i|=1

f(z)
z−2i =⇒ ∫

|z−2i|=1
f(z)
z−2i = 2πif(2i) = 2πi · 1

4i =
= π

2

8.
∫
|z|=r

zez

(z−1)3
dz, pentru r > 1

Soluţie. Din teorema 8.3 avem
∫
|z|=r

zez

(z−1)3
dz = 2!

2πif
′′(1) = 3πie, unde

f(z) = zez

9.
∫
|z+2i|=2

cosh πz
2

(z+i)4
dz
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Soluţie. Funcţia g(z) = cosh πz
2

(z+i)4
are punctul−i pol de ordinul 4. Aplicând

teorema 8.3 pentru n = 3, a = −i, f(z) = cosh πz
2 obţinem

∫
|z+2i|=2

cosh πz
2

(z+i)4
dz = 2πi

3! f (3)(−i) = 2πi
3!

[
cosh πz

2

](3) (−i) = 2πi
3! ·

(
π
2

)3 ·
· sinh π(−i)

2 = π4

24

10.
∫
|z|=R

zei
π
2 z

z−1 dz,R 6= 1

Soluţie. Dacă R < 1, conform teoremei lui Cauchy
∫
|z|=R

zei
π
2 z

z−1 dz = 0

Dacă R > 1, aplicăm formula lui Cauchy funcţiei f(z) = zeiπ
2
z, deci∫

|z|=R
zei

π
2 z

z−1 dz = 2πif(1) = −2π

11.
∫
|z|=2

tg z
z2 dz

Soluţie. Funcţia f(z) = tg z
z2 are ca poli rădăcinile ecuaţiei z2 cos z = 0,

adică z = 0, 2kπ ± π
2 , k ∈ ZZ. In interiorul cercului |z| = 2 se află polii

simpli 0, π
2 ,−π

2 .

Calculăm Rez(f, 0) = lim
z→0

z · tg z

z2
= 1

Rez(f, π
2 ) = lim

z→π
2

(
z − π

2

)
· tg z

z2
= lim

v→0
v · −ctg v(

v + π
2

)2 = − 4
π2

Rez(f,−π
2 ) = − 4

π2

Din teorema reziduurilor obţinem :∫
|z|=2

tg z
z2 dz = 2πi

(
Rez(f, 0) + Rez(f, π

2 ) + Rez(f,−π
2 )

)
= 2πi

(
1− 8

π2

)

12.
∫
|z|=r

ez

(z−i)(z−2)dz, r > 0, r 6= 1, r 6= 2

Soluţie. 1) Dacă 0 < r < 1, aplicăm teorema lui Cauchy si obţinem∫
|z|=r

ez

(z−i)(z−2)dz = 0

2) Dacă 1 < r < 2, aplicăm formula integrală a lui Cauchy.
∫
|z|=r

ez

(z−i)(z−2)dz =
∫
|z|=r

ez

z−2

z−i dz =
∫
|z|=r

f(z)
z−i dz, unde f(z) = ez

z−2

Atunci
∫
|z|=r

f(z)
z−i dz = 2πif(i) = 2πi ei

i−2

3) Dacă r > 2, aplicăm teorema reziduurilor.

i şi 2 sunt poli simpli

Calculăm Rez(f, i) = lim
z→i

(z − i)
ez

(z − i)(z − 2)
=

ei

i− 2
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Rez(f, 2) = lim
z→2

(z − 2)
ez

(z − i)(z − 2)
=

e2

2− i

Atunci
∫
|z|=r

ez

(z−i)(z−2)dz = 2πi
(

ei

i−2 + e2

2−i

)
= ei−e2

i−2

13.
∫
C

1+sin π
z

1+z dz, unde C este elipsa x2

a2 + y2

b2
= 1, a > 1

Soluţie. In interiorul domeniului mărginit de curba C sunt două sin-
gularităţi: -1 pol simplu şi 0 punct singular esenţial izolat.

Conform teoremei reziduurilor obţinem
∫

C

1 + sin π
z

1 + z
dz = 2πi(Rez(f,−1) + Rez(f, 0))

Calculăm Rez(f,−1) = lim
z→−1

(z + 1)f(z) = lim
z→−1

1 + sin
π

z
= 1

Pentru reziduul ı̂n punctul singular esenţial z = 0 este necesară o
dezvoltare ı̂n serie Laurent ı̂n jurul acestui punct :

f(z) = 1
1+z (1 + sin π

z ) = (1− z + z2 − z3 + . . .)·
·
(
1 + 1

1! · π
z − 1

3! · π3

z3 + 1
5! · π5

z5 + . . .
)
, valabilă pentru |z| < 1.

Din produsul celor două serii ne interesează doar coeficientul lui 1
z ,

deci Rez(f, 0) = π
1! − π3

3! + π5

5! − π7

7! + . . . = sin π = 0

Aşadar,
∫
C

1+sin π
z

1+z dz = 2πi

14.
∫
|z|=r

e
1
z

1−zdz, r > 0, r 6= 1

Soluţie. Funcţia f(z) = e
1
z

1−z are ı̂n z = 1 pol simplu şi ı̂n z = 0
singularitate esenţială .

Rez(f, 1) = lim
z→1

(z − 1) · e
1
z

1− z
= −e

Pentru 0 < |z| < 1 avem f(z) =
(
1 + 1

1!z + 1
2!z2 + . . . + 1

n!zn + . . .
) ·

·(1 + z + z2 + . . . + zn + . . .) =⇒ Rez(f, 0) = 1
1! + 1

2! + . . . + 1
n! + . . . =

= e− 1(coeficientul lui 1
z )

Dacă 0 < r < 1,
∫
|z|=r

e
1
z

1−zdz = 2πiRez(f, 0) = 2πi(e− 1)

Dacă r > 1,
∫
|z|=r

e
1
z

1−zdz = 2πi(Rez(f, 0) + Rez(f, 1)) = −2πi

15.
∫∞
0

x2

(1+x2)3
dx
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Soluţie. lim
x→∞xα · x2

(1 + x2)3
= 1 pentru α = 4 > 1, deci integrala

∫∞
0

x2

(1+x2)3
dx este convergentă .

Funcţia f(x) = x2

(1+x2)3
este pară , deci

∫∞
0

x2

(1+x2)3
dx = 1

2

∫∞
−∞

x2

(1+x2)3
dx

Fie f(z) = z2

(1+z2)3
,z ∈ C \ {± i

}
olomorfă

±i sunt poli de ordinul 3

Fie r > 1 şi Γr = [−r, r] ∪ γr, unde γr = reit, t ∈ [0, π]

Aplicăm teorema reziduurilor şi obţinem
∫
Γr

f(z)dz = 2πiRez(f, i)

Rez(f, i) = 1
2! limz→i

[
(z − i)3

(
z2

(1 + z2)3

)]′′
= − i

16

Deci
∫
Γr

f(z)dz = π
8

Dar π
8 =

∫
Γr

f(z)dz =
∫ r
−r

x2

(1+x2)3
dx +

∫
γr

f(z)dz. In această relaţie

trecem la limită când r −→∞ şi obţinem π
8 =

∫∞
−∞

x2

(1+x2)3
dx, deoarece

lim
r→∞

∫

γr

f(z)dz = 0 cf. lemei lui Jordan ( lim
z→∞zf(z) = lim

z→∞z· z2

(1 + z2)3
=

= 0). Aşadar,
∫∞
0

x2

(1+x2)3
dx = π

16

16.
∫∞
0

cos x
(x2+1)(x2+4)

dx

Soluţie. Considerăm integrala I =
∫
C

eiz

(z2+1)(z2+4)
dz, unde C = [−r, r]∪

∪γr, r > 2

Funcţia f(z) = eiz

(z2+1)(z2+4)
e olomorfă cu polii simpli ±i,±2i

Cum polii i şi 2i sunt in interiorul conturului C, aplicăm teorema
reziduurilor şi avem I = 2πi(Rez(f, i) + Rez(f, 2i))

Calculăm Rez(f, i) = lim
z→i

(z− i)f(z) = lim
z→i

eiz

(z2 + 4)(z + i)
=

e−1

6i
=

1
6ie

Rez(f, 2i) = lim
z→2i

(z − 2i)f(z) = lim
z→i

eiz

(z2 + 1)(z + 2i)
= − 1

12ie2

Deci I = (2e−1)π
6e2

.

Pe de altă parte I =
∫ r
−r

eix

(x2+1)(x4+4)
dx+

∫
γr

eiz

(z2+1)(z2+4)
dz. In această

relaţie trecem la limită când r −→∞ şi obţinem
∫∞
−∞

eix

(x2+1)(x4+4)
dx =

= (2e−1)π
6e2

, deoarece, cf. lemei lui Jordan, lim
r→∞

∫

γr

eiz

(z2 + 1)(z2 + 4)
dz =

= 0 (|zf(z)| =
∣∣∣ zeiz

(z2+1)(z2+4)

∣∣∣ < e−y

|z|3 (y > 0) =⇒ lim
|z|→∞

|zf(z)| = 0)
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Dar
∫ 0
−∞

eix

(x2+1)(x4+4)
dx =

∫∞
0

e−ix

(x2+1)(x4+4)
dx =⇒ ∫∞

0
cos x

(x2+1)(x4+4)
dx =

= (2e−1)π
12e2

17.
∫ 2π
0

1
(2+cos t)2

dt

Soluţie. Deoarece cos t = eit+e−it

2 vom face schimbarea de variabilă
z = eit, t ∈ [0, 2π], deci dz = ieitdt şi |z| = 1.

Integrala devine
∫
|z|=1

1
iz

dz�
2+ 1

2

�
z+ 1

z

��2 = 4
i

∫
|z|=1

z
(z2+4z+1)2

dz

Funcţia f(z) = z
(z2+4z+1)2

, z ∈ C \ {− 2±√3
}

e olomorfă şi are polii

dubli −2±√3.

Aplicăm teorema reziduurilor, ţinând cont de faptul că doar −2 +
√

3
se află ı̂n interiorul cercului de centru 0 şi rază 1 şi rezultă că∫
|z|=1

z
(z2+4z+1)2

dz = 2πiRez(f,−2 +
√

3)

Calculăm Rez(f,−2+
√

3) = lim
z→−2+

√
3
[(z +2−

√
3)2f(z)]′ =

1
6
√

3
=⇒

=⇒ ∫
|z|=1

z
(z2+4z+1)2

dz = πi
3
√

3
=⇒ ∫ 2π

0
1

(2+cos t)2
dt = 4π

3
√

3

18.
∫ π
−π

cos 3t
5−4 cos tdt

Soluţie. Facem schimbarea z = eit şi integrala devine
∫ π
−π

cos 3t
5−4 cos tdt =

=
∫
|z|=1

z3+z−3

2

5−4· z+ 1
z

2

· dz
iz dz = − 1

2i

∫
|z|=1

z6+1
z3(2z2−5z+2)

dz

Polii funcţiei f(z) = z6+1
z3(2z2−5z+2)

sunt 0, 2, 1
2 şi doar 0, pol triplu şi

1
2 , pol simplu, sunt ı̂n interiorul cercului |z| = 1. Aplicând teorema
reziduurilor obţinem

∫
|z|=1

z6+1
z3(2z2−5z+2)

dz = 2πi(Rez(f, 0) + Rez(f, 2))

Calculăm Rez(f, 0) = 1
2 lim

z→0
[z3f(z)]′′ =

1
2

Rez(f, 1
2) = lim

z→ 1
2

(
z − 1

2

)
f(z) = −1 + 26

3 · 22

Deci
∫ π
−π

cos 3t
5−4 cos tdt = − 1

2i · 2πi ·
(

1
2 − 1+26

3·22

)

19.
∫ π
0 tg (x + i)dx

Soluţie. tg (x + i) = sin(x+i)
cos(x+i) =

ei(x+i)−e−i(x+i)

2i

ei(x+i)+e−i(x+i)

2

= 1
i · e2ix−e2

e2ix+e2
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Facem schimbarea z = e2ix şi integrala devine∫ π
0 tg (x + i)dx = 1

i

∫
|z|=1

z−e2

z+e2
· dz

2iz = 1
2i2

∫
|z|=1

z−e2

z(z+e2)
dz

Funcţia f(z) = z−e2

z(z+e2)
are drept poli simpli punctele 0,−e2, dar numai

0 este ı̂n interiorului cercului |z| = 1. Aplicând teorema reziduurilor
obţinem

∫ π
0 tg (x + i)dx = 1

2i2
· 2πi · Rez(f, 0), unde Rez(f, 0) =

= lim
z→0

zf(z) = −1, deci
∫ π
0 tg (x + i)dx = πi

20.
∫ 2π
0 ecos x cos(nx− sinx)dx

Soluţie. Facem schimbarea z = eix şi avem :
cos(nx− sinx) = 1

2 [ei(nx−sin x) + e−i(nx−sin x)] =

= 1
2 [zne−

1
2(z− 1

z ) + z−ne
1
2(z− 1

z )] = 1
2zn [z2ne−

1
2(z− 1

z ) + e
1
2(z− 1

z )]

Integrala devine
∫
|z|=1 e

1
2(z+ 1

z ) · 1
2zn [z2ne−

1
2(z− 1

z ) + e
1
2(z− 1

z )] · dz
iz =

= 1
2i

∫
|z|=1

z2ne
1
z +ez

zn+1 dz = 2πiRez(f, 0), cf. teoremei reziduurilor.

Pentru a calcula Rez(f, 0) dezvoltăm funcţia z2ne
1
z +ez

zn+1 ı̂n vecinătatea
punctului 0 :

z2ne
1
z +ez

zn+1 =
z2n
�
1+ 1

z
+ 1

2!z2 +...+ 1
n!zn +...

�
+1+ z

1!
+ z2

2!
+...+ zn

n!
+...

zn+1 = 2
n! ·1z+. . . =⇒

=⇒ Rez(f, 0) = 2
n! =⇒ ∫ 2π

0 ecos x cos(nx− sinx)dx = 2πi
n!

21. Să se demonstreze egalitatea
∫ π
0

cos nθ
b−ia cos θdθ = πin√

a2+b2
· an

(
√

a2+b2+b)n
,

a, b > 0, n ∈ ZZ.

Soluţie. Fie I =
∫ π
0

cos nθ
b−ia cos θdθ = 1

2

∫ π
−π

cos nθ
b−ia cos θdθ şi

iJ = 1
2

∫ π
−π

i sin nθ
b−ia cos θdθ = 0 (deoarece funcţia din interiorul integralei

este impară )

I + iJ = 1
2

∫ π
−π

einθ

b−ia cos θdθ

Facem schimbarea z = eit şi integrala devine I = I+iJ =
∫
|z|=1

zn

az2+2ibz+a
dz

Polul simplu z = i
√

a2+b2−b
a este ı̂n interiorul cercului |z| = 1.

Rez(f, i
√

a2+b2−b
a ) = lim

z→i

√
a2+b2−b

a

(
z − i

√
a2 + b2 − b

a

)
zn

az2 + 2ibz + a
=

= in

2i
√

a2+b2
· an

(
√

a2+b2+b)n

Cf. teoremei reziduurilor rezultă
∫ π
0

cos nθ
b−ia cos θdθ =

∫
|z|=1

zn

az2+2ibz+a
dz =

= 2πiRez(f, i
√

a2+b2−b
a ) = πin√

a2+b2
· an

(
√

a2+b2+b)n

22. Să se calculeze integrala I =
∫
|z|=4

dz
3 sin z−4 sin3 z
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Soluţie. Cum sin 3z = 3 sin z−4 sin3 z, integrala devine I = 1
4

∫
|z|=4

dz
sin3 z

Funcţia f(z) = 1
sin3 z

are polii tripli zk = kπ, k = 0,±1,±2, . . ..

In interiorul cercului |z| = 4, f are polii tripli z1 = 0, z2 = π, z3 = −π.
Atunci, conform teoremei reziduurilor, I = 2πi(Rez(f, 0)+Rez(f, π)+
+Rez(f,−π)). Conform exerciţiului 17, capitolul 7, 1

sin z = 1
z (1 + z2

6 +
+7z4

360 + . . .) =⇒ f(z) = 1
z3 (1 + z2

3 + z4

15 + . . .) =⇒ Rez(f, 0) = 1
3

Pentru a dezvolta f ı̂n serie Laurent ı̂n jurul punctului z2 = π fac
substituţia z = t+π, rezultă f(t+π) = − 1

sin3 z
= − 1

t3
(1+ t2

3 + t4

15 +. . .).
Atunci Rez(f, π) = −1

3 . Analog Rez(f,−π) = −1
3 . Deci I = −2πi

3

8.3 Probleme propuse

1. Să se calculeze reziduurile funcţiilor f(z) = ze
1
z , g(z) = sin 2z

z6 , h(z) =
= z3 cos 1

z ı̂n punctul singular z = 0.

R: Rez(f, 0) = 1
2 , Rez(g, 0) = 4

15 , Rez(h, 0) = 1
24

2. Să se calculeze reziduul funcţiei f(z) = z+3
(z+1)3

ı̂n polul z = −1.

R: Rez(f,−1) = 0

3. Să se calculeze reziduul funcţiei f(z) = 1
z3+z2 ı̂n polii săi.

R: Rez(f, 0) = −1, Rez(f,−1) = 1

4. Să se calculeze
∫
γ

1+z4

1+z2 dz, unde γ e semidiscul
{
z ∈ C/|z| ≤ r, Imz ≥ 0

}
cu r > 1.

R:
∫
γ

1+z4

1+z2 dz = 2π( aplicăm formula integrală a lui Cauchy)

Să se calculeze integralele complexe:

5.
∫
|z|=r

sin z
(z−a)2

dz, unde |a| 6= r > 0

R: ∫

|z|=r

sin z

(z − a)2
dz =

{
2πif ′(a), |a| < r
0, |a| > r

=
{

2πi cos a, |a| < r
0, |a| > r

6.
∫
|z|=r

1
z4+1

dz, 0 < r 6= 1

R: Dacă 0 < r < 1,
∫
|z|=r

1
z4+1

dz = 0 (cf. teoremei lui Cauchy)

Dacă r > 1, aplicăm teorema reziduurilor şi
∫
|z|=r

1
z4+1

dz = 0

7. I =
∫
C

dz
z(z2+a2)2

dz, unde a > 0 şi C este cercul |z| = R, R > a.

R: I = 0
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8. I =
∫
C

z3

z4−1
dz, unde

a) C : (x2 + y2)4 − 16(x2 − y2)2 = 0;

b) C : x2 + 16y2 − 4 = 0;

c) C : |z| =
√

2
2 .

R: a) Curba C este reuniunea dintre o lemniscată de ecuaţie
(x2 + y2)2 − 4(x2 − y2) = 0 cu originea ca punct dublu şi care inter-
sectează axa Ox ı̂n punctele A1(2, 0) şi A2(−2, 0) şi o lemniscată de
ecuaţie (x2 + y2)2 + 4(x2 − y2) = 0 cu originea ca punct dublu şi care
intersectează axa Oy ı̂n punctele B1(0, 2) şi B2(0,−2). Cf. teoremei
reziduurilor, I = 2πi.

b) I = πi

c) I = 0

9. I =
∫∞
0

1
1+x2 dx

R: I = π
2

10. I =
∫∞
0

1
1+x4 dx

R: I = π
2
√

2

11. I =
∫∞
0

1
1+x6 dx

R: I = π
3

12. I =
∫∞
0

x2

(x2+a2)2
dx

R: I = π
4a

13. I1 =
∫∞
−∞

x sin x
x2+2x+10

, I2 =
∫∞
−∞

x cos x
x2+2x+10

R: I1 = π
3e3

(3 cos 1 + sin 1), I2 = π
3e3

(3 sin 1− cos 1)

14. I =
∫∞
0

cos x
x2+1

dx

R: I = π
2e

15. I =
∫ 2π
0

1
2+cos tdt

R: I = 4π
3 (3− 2

√
3)

16. I =
∫ 2π
0

1
2+sin tdt

R: I = 2π√
3

17. I =
∫ 2π
0

dx
a+b cos2 x

, a, b > 0

R: I = 2π√
a(a+b)
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18. I =
∫ 2π
0

cos2 2x
1−2a cos x+a2 dx, |a| < 1

R: I = π
2

[
(a4+1)2

1−a2 − 1
a

]

19. I =
∫ π
0

dx
(17+8 cos x)2

R: I = 1
2

∫ π
−π

dx
(17+8 cos x)2

şi aplicând teorema reziduurilor obţinem
I = 17π

153

20. I =
∫ π
−π

sin x sin nx
5−4 cos x dx

R: Fie I1 =
∫ π
−π

sin x cos nx
5−4 cos x dx. Atunci I1 + iI = iI =

∫ π
−π

einx sin x
5−4 cos xdx.

Notăm z = eix şi aplicăm teorema reziduurilor pentru integrala∫ π
−π

einx sin x
5−4 cos xdx. Rezultă I = π

2n+1
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Transformata Laplace

9.1 Definiţie şi formule de inversare

Definiţia 9.1. Se numeşte funcţie original orice funcţie f : IR → C care
posedă proprietăţile:

a) f este integrabilă pe orice compact şi f(t) = 0 pentru t < 0;

b) există constantele M > 0 şi γ0 ∈ IR astfel ı̂ncât: |f(t)| ≤ Meγ0t, pentru
orice t ≥ 0.

Numărul γ0 se numeşte indicele de creştere al funcţiei f .
Definiţia 9.2. Transformata Laplace (sau funcţia imagine) a unei funcţii
original f este, prin definiţie, funcţia complexă:

F (p) =
∫ ∞

0
f(t)e−ptdt (9.1)

adică

F (p) = lim
ε↘0
R↗∞

∫ R

ε
f(t)e−ptdt (9.2)

Se demonstrează că funcţia imagine F este olomorfă (analitică) ı̂n semi-
planul Re p > γ0 şi vom nota F = L[f ]

Teorema 9.1. (formula de inversare Mellin-Fourier) Fie f o funcţie
original cu indicele de creştere γ0, iar F = L[f ] imaginea sa. Atunci egali-
tatea

f(t) =
1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
F (p)eptdp, α > γ0 (9.3)

are loc ı̂n toate punctele ı̂n care f este continuă .
In fiecare punct a de discontinuitate, valoarea funcţiei din membrul drept

este egală cu 1
2 [f(c− 0) + f(c + 0)].

190
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Presupunem că F admite o prelungire ı̂n C cu excepţia unui număr finit
de puncte singulare izolate p1, p2, . . . pn şi că lim

n→∞ sup
|p|≤n

|F (p)| = 0.

Dacă sunt ı̂ndeplinite condiţiile ı̂n care relaţia (9.3) este adevărată, atunci:

f(t) =
n∑

k=1

Rez(F (p)ept, pk) (9.4)

In particular, dacă p1, p2, . . . sunt poli de ordin n1, n2, . . . respectiv, atunci
(9.4) devine:

f(t) =
n∑

k=1

1
(nk − 1)!

lim
p→pk

dnk−1

dpnk−1
[F (p)(p− pk)nkept] (9.5)

9.2 Proprietăţiile transformării Laplace

In continuare sunt date proprietăţiile transformării Laplace cu denumirile
uzuale, iar ı̂n tabelul 9.1 transformatele funcţiilor mai importante.

1. (linearitatea) Dacă α, β ∈ IR atunci:

L[αf(t) + βg(t)](p) = αL[f(t)](p) + βL[g(t)](p)

2. (schimbarea de scală) Dacă τ > 0 şi F (p) = L[f(t)](p), atunci:

L[f(at)](p) =
1
a
F

(p

a

)
, a ∈ IR

3. (teorema ı̂ntârzierii) Dacă τ > 0 şi F (p) = L[f(t)](p), atunci:

L[f(t− τ)](p) = e−pτF (p)

4. (teorema deplasării) Dacă Re (p + λ) > γ0 şi F (p) = L[f(t)](p)

L[e−λtf(t)](p) = F (p + λ)

5. (derivarea imaginii) Dacă F (p) = L[f(t)](p) şi n ∈ IN∗, atunci:

L[tnf(t)](p) = (−1)n dnF

dpn

6. (derivarea originalului) Dacă f este de n ori derivabilă ı̂n IR\{0}, f (n)

este o funcţie original, există f (k)(0 + 0), 0 ≤ k ≤ n− 1, iar
F (p) = L[f(t)](p), atunci:

L
[
dnf(t)

dtn

]
(p) = pnF (p)−(pn−1f(0+0)+pn−2f ′(0+0)+. . .+f (n−1)(0+0))
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7. (integrarea originalului) Dacă F (p) = L[f(t)](p), atunci:

L
[∫ t

0
f(τ)dτ

]
(p) =

F (p)
p

8. (integrarea imaginii) Dacă f(t)
t este funcţie original, iar F este trans-

formata Laplace a funcţiei f :

L
[
f(t)

t

]
(p) =

∫ ∞

p
F (v)dv

9. (teorema de convoluţie) Fie h = f ∗ g, F = L[f ], G = L[g] şi pre-
supunem că integralele F (p) şi G(p) converg absolut ı̂n punctul p0 ∈ C,
atunci integrala H(p) = L[h(t)](p) are aceeaşi proprietate şi, ı̂n plus:

H(p) = F (p)G(p),

pentru Re p ≥ Re p0.

Tabelul 9.1

Nr. f(t) F (p)

1 h(t)
1
p

2 tn
Γ(n + 1)

pn+1

3 eωt
1

p− ω

4 sinωt, ω > 0
ω

p2 + ω2

5 cosωt, ω > 0
p

p2 + ω2

6 shωt, ω > 0
ω

p2 − ω2

7 chωt, ω > 0
p

p2 − ω2

Funcţiile de la nr. 2-10 care apar ı̂n tabelul 9.1 sunt sub̂ınţelese a fi
ı̂nmulţite cu h(t), pentru că , ı̂n caz contrar, nu ar fi funcţii original; astfel,
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de exemplu, prin tn se ı̂nţelege tnh(t). Această convenţie va fi utilizată şi ı̂n
continuare.

Teorema următoare este utilă pentru calculul unor originale dacă imag-
inea are o anumită formă.

Teorema 9.2. (Efros) Fie f(t) o funcţie orginal şi F (p) = L[f(t)](p). Dacă
notăm:

ϕ(t, τ) =
1√
πt

e−
τ2

4t

atunci există γ0 ∈ IR astfel ı̂ncât, pentru Re p > γ0 avem:

L
[ ∫ ∞

0
f(τ)ϕ(t, τ)dτ

]
(p) =

F (
√

p)√
p

9.3 Rezolvarea ecuaţiilor şi sistemelor de ecuaţii
diferenţiale cu coeficienţi constanţi

Se consideră ecuaţia diferenţială cu coeficienţi constanţi:

a0x
(n) + a1x

(n−1) + . . . + anx(t) = f(t) (9.6)

cu funcţia necunoscută x(t) şi cu condiţiile iniţiale:

x(k)(0) = ck, k = 1, 2, . . . n− 1

Notăm X(p) = L[x(t)](p), F (p) = L[f(t)](p) şi aplicăm operatorul L
ecuaţiei (9.6); se va obţine o relaţie de forma:

R(p)X(p) = Q(p) + F (p)

unde R este polinomul caracteristic al ecuaţiei (9.6), iar Q este un polinom
de grad n − 1 depinzând de ck. Relaţia precedentă permite determinarea
funcţiei imagine X(p), iar apoi se deduce originalul x(t), care este soluţia
ecuaţiei (9.6).

Consideraţii similare au loc pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale cu
coeficienţi constanţi, de forma:

x′ = Ax + f(t) (9.7)

unde A ∈ Mn(C), n ≥ 1, f(t) = (f1(t), . . . fn(t))′ cu fi funcţii original.
Soluţia x(t) = (x1(t), . . . xn(t))′ a sistemului (9.7) care satisface condiţia
x(0+) = C, unde C este un vector coloană constant (accentul semnifică
transpunerea de matrice) are toate componenele xi funcţii original.

Transformata Laplace a funcţiilor cu valori vectoriale se defineşte pe
componente; dacă se notează X(p) = L[x(t)] şi F (p) = L[f(t)] din (9.7)
rezultă:

pX(p)− C = AX(p) + F (p)
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sau
(A− pIn)X(p) = −C − F (p)

Este evident că, pentru orice p cu Re p suficient de mare, matricea A−pIn

este inversabilă; rezultă deci că există a ∈ IR astfel ı̂ncât
X(p) = −(A − pIn)−1(C + F (p)), pentru Re p > a, şi , de aici, se deduce
originalul x(t).

9.4 Integrarea unor ecuaţii cu derivate parţiale, cu
condiţii iniţiale şi condiţii la limită

Considerăm ecuaţia liniară

a
∂2u

∂x2
+ b

∂u

∂x
+ α

∂2u

∂t2
+ β

∂u

∂t
+ γu = ϕ(x, t)

cu coeficienţii a, b, α, β, γ funcţii numai de x, continue pe un interval [0, l].
Termenul liber ϕ e funcţie original, ı̂n raport cu t, ∀x ∈ [0, l].

Se pune problema determinării soluţiei u : [0, l] × [0,∞) → IR a acestei
ecuaţii care satisface condiţiile iniţiale

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x), ∀x ∈ [0, l]

şi condiţiile la limită

A
∂u

∂x
(0, t) + B

∂u

∂t
(0, t) + Cu(0, t) = h(t)

A1
∂u

∂x
(l, t) + B1

∂u

∂t
(l, t) + C1u(l, t) = k(t), ∀t ∈ [0,∞)

cu A,B, C, A1, B1, C1 constante date şi h, k funcţii original date.
Fie H(p) = L[h(t)],K(p) = L[k(t)], Φ(x, p) = L[ϕ(x, t)] =

∫∞
0 ϕ(x, t)e−ptdt,

U(x, p) = L[u(x, t)] =
∫∞
0 u(x, t)e−ptdt

Avem L [
∂u
∂x

]
=

∫∞
0

∂u
∂xe−ptdt = dU

dx ,L
[

∂2u
∂x2

]
=

∫∞
0

∂2u
∂x2 e−ptdt = d2U

dx2 ,

L [
∂u
∂t

]
= pU(x, p)− u(x, 0) = pU(x, p)− f(x),L

[
∂2U
∂t2

]
= p2U(x, p)−

−[pu(x, 0) + ∂u
∂t (x, 0)] = p2U(x, p)− [pf(x) + g(x)] şi aplicând transformata

Laplace ecuaţiei iniţiale obţinem

a
d2U

dx2
+ b

dU

dx
+ cU = d

unde c = αp2+βp+γ, d = Φ+(αp+β)f +αg sunt funcţii de p şi x. Deoarece
ı̂n ecuaţia operaţională de mai sus nu intervin decât derivatele funcţiei U ı̂n
raport cu x, am notat aceste derivate cu simbolul utilizat pentru derivate
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ordinare. In această ecuaţie, p are rolul unui parametru. Ecuaţia este o
ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţii şi termenul liber funcţii de x şi de
parametrul p.

Aplicând condiţiilor la limită transformata Laplace, aceste condiţii devin
[
A

dU

dx
+ (Bp + C)U

]
/x=0 = H(p) + Bf(0)

[
A1

dU

dx
+ (B1p + C1)U

]
/x=l = K(p) + B1f(l)

De obicei, integrarea ecuaţiei operaţionale cu condiţiile de mai sus este
o problemă mai simplă decât problema iniţială .

9.5 Rezolvarea unor ecuaţii integrale

Considerăm ecuaţia integrală de tip Volterra de speţa a doua:

x(t) = f(t) +
∫ t

0
K(t− τ)x(τ)dτ

ı̂n care funcţiile f(t) şi K(t) sunt funcţii original.
Se notează X(p) = L[x(t)](p), F (p) = L[f(t)](p), L(p) = L[K(t)](p) şi se

aplică transformarea Laplace celor doi membri ai ecuaţiei integrale; utilizând
teorema de convoluţie, rezultă:

X(p) = F (p) + L(p)X(p)

şi deci

X(p) =
F (p)

1− L(p)

care permite determinarea originalului x(t).

9.6 Probleme rezolvate

1. Să se arate că funcţia f : IR → IR

f(t) =
{

t3 − t + 6, dacă t ≥ 0
0, dacă t < 0

este o funcţie original.

Soluţie. Verificăm definiţia:

a. f e integrabilă pe orice compact şi f(t) = 0 pentru t < 0

b. Arătăm că există constantele M > 0 şi γ0 ∈ IR astfel ı̂ncât
|f(t)| ≤ Meγ0t pentru orice t ≥ 0.
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Cum lim
t→∞f(t)e−t = 0 rezultă că pentru ε = 1∃δ > 0 astfel ı̂ncât

|f(t)e−t| ≤ 1,adică |f(t)| ≤ et, pentru t ≥ δ

Pentru t ∈ [0, δ] avem |f(t)| ≤ M1 cu M1 ≥ 0 convenabil ales, deci
luând M = max(1,M1) avem |f(t)| ≤ Met, ∀t ≥ 0, cu indicele de
creştere exponenţială γ0 = 1

2. Să se găsească pentru funcţiile original f(t), periodice de perioade T ,
o formulă cu ajutorul căreia să se calculeze imaginile lor Laplace.

Soluţie. f periodică =⇒ f(t + nT ) = f(t), n ∈ ZZ

F (p) =
∫∞
0 e−ptf(t)dt =

∞∑

n=0

∫ (n+1)T

nT
e−ptf(t)dt(∗)

Cum
∫∞
0 e−ptf(t)dt e convergentă ı̂n semiplanul Re p > α, unde α e

abscisa de convergenţă rezultă că seria (*) e convergentă.

Fac schimbarea de variabilă u = t− nT ı̂n (*).

Obţinem

F (p) =
∞∑

n=0

∫ T

0
e−p(u+nT )f(u + nT )du =

∞∑

n=0

∫ T

0
e−p(u+nT )f(u)du =

=
∞∑

n=0

e−pnT

∫ T

0
e−puf(u)du = (

∞∑

n=0

e−pnT )
∫ T

0
e−ptf(t)dt

Expresia din paranteză e o serie geometrică cu raţia e−pt. Observăm
că |e−pt| = 1

e(Re p)T < 1, pentru că Re p > α ≥ 0. Deci suma seriei e
1

1−e−pT . Prin urmare L[f(t)](p) =
R T
0 e−ptf(t)dt

1−e−pT

Să se calculeze imaginile Laplace ale funcţiilor periodice:

3.

f(t) =





t
a − 4n, dacă 4na < t < (4n + 1)a
− t

a + 4n + 2, dacă (4n + 1)a < t < (4n + 2)a
0, dacă (4n + 2)a < t < (4n + 4)a

n = 0, 1, 2, . . .

Soluţie.

T = 4a =⇒ L[f(t)](p) =
1

1− e−4ap

[∫ a

0

t

a
e−ptdt +

∫ 2a

0
(2− t

a
)e−ptdt

]
=

=
(1− e−ap)2

ap2(1− e−4ap)
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4. f(t) = t− n, n < t < n + 1, n = 0, 1, 2, . . .

Soluţie. T = 1 =⇒ L[f(t)](p) = 1
1−e−p

∫ 1
0 te−ptdt = p+1−ep

p2(1−ep)

5. f(t) = | sinωt|

Soluţie.

T =
π

ω
=⇒ L[f(t)](p) =

1
1− e−

π
ω

p

∫ π
ω

0
e−pt sinωtdt =

=
ω

p2 + ω2

1 + e−
π
ω

p

1− e−
π
ω

p
=

ω

p2 + ω2
cth

πp

2ω

6. Să se arate că L[ln t](p) = Γ(1)−ln p
p ≡ −γ+ln p

p , unde γ = 0, 57721 . . .
este constanta lui Euler.

Soluţie. Se ştie că L[tα](p) = Γ(α+1)
pα+1 , pentru ∀α > −1

Deci
∫∞
0 e−pttαdt = Γ(α+1)

pα+1 , pentru ∀α > −1

Vom deriva această relaţie ı̂n raport cu α şi obţinem∫∞
0 e−pttα ln tdt = Γ′(α+1)−Γ(α+1) ln p

pα+1

Luând α = 0 obţinem
∫∞
0 e−pt ln tdt = Γ′(1)−Γ(1) ln p

p , deci L[ln t](p) =

= Γ′(1)−ln p
p . Cum Γ′(1) = −γ avem L[ln t](p) = −γ+ln p

p

Să se determine transformatele Laplace ale funcţiilor:

7. f(t) = shωt
t

Soluţie. Cf. teoremei integrării imaginii avem

L[f(t)](p) =
∫ ∞

p

ω

q2 − ω2
dq = ω

∫ ∞

p

1
(q − ω)(q + ω)

dq =

= ω
1
2ω

ln
q − ω

q + ω
/∞p =

1
2

ln
p− ω

p + ω

8. f(t) =
∫ t
0 τe−τdτ

Soluţie. Cf. teoremei integrării originalului avem L[f(t)](p) = F (p)
p ,

unde F (p) = L[te−t](p) = (−1)F ′
1(p)(cf. teoremei derivării imaginii),

unde F1(p) = L[e−t](p) = 1
p+1 =⇒ F (p) = 1

(p+1)2
=⇒ L[f(t)](p) =

1
p(p+1)2
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9. f(t) =
∫ t
0

sin τ
τ dτ

Soluţie. Cf. teoremei integrării imaginii avem L[ sin t
τ ](p) =

∫∞
p F (v)dv,

unde

F (v) = L[sin t](v) =
1

v2 + 1
=⇒ L

[
sin t

τ

]
(p) =

∫ ∞

p

1
v2 + 1

dv =
π

2
− arctg p

=⇒ L[f(t)](p) =
π
2 − arctg p

p
,

cf. teoremei integrării originalului.

10. f(t) =
∫ t
0

1−e−τ

τ dτ

Soluţie. Aplicăm integrarea originalului şi integrarea imaginii:

L[f(t)](p) = 1
pL[1−e−t

t ](p) = 1
p

∫∞
p L[1−e−t](v)dv = 1

p

∫∞
p

[
1
v − 1

v+1

]
dv =

= 1
p ln v

v+1/∞p = 1
p ln p+1

p

11. f(t) = (t− 1)2et−1

Soluţie. Cf. teoremei ı̂ntârzierii avem L[f(t)](p) = e−pF (p), unde

F (p) = L[t2et](p) =
2

(p− 1)3
,

cf. teoremei derivării imaginii şi ţinând cont că L[et](p) = 1
p−1

12. f(t) = tet cos 3t

Soluţie. L[f(t)](p) = (−1)F ′(p)(cf. teoremei derivării imaginii), unde
F (p) = L[et cos 3t](p) = F1(p− 1)(cf. teoremei deplasării), unde

F1(p) = L[cos 3t](p) =
p

p2 + 9
=⇒ F (p) =

p− 1
(p− 1)2 + 9

=⇒

=⇒ L[f(t)](p) =
(p− 1)2 − 9

[(p + 1)2 + 9]2

13. f(t) = sh2t sin 5t
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Soluţie. Scriem f(t) = e2t−e−2t

2 sin 5t

Atunci, cf. linearităţii şi teoremei deplasării avem:

L[f(t)](p) =
1
2
L[e2t sin 5t](p)− 1

2
L[e−2t sin 5t](p) =

1
2
F (p− 2)− 1

2
F (p + 2) =

=
1
2

5
(p− 2)2 + 25

− 1
2

5
(p + 2)2 + 25

,

unde F (p) = L[sin 5t] = 5
p2+25

14. f(t) = ebt−eat

2t
√

πt

Soluţie. Scriem f(t) =
ebt−eat

2
√

πt

t

Cf. linearităţii şi teoremei integrării imaginii avem:

L[f(t)](p) =
∫ ∞

p
F1(s)ds−

∫ ∞

p
F2(s)ds,

unde

F1(s) = L
[

ebt

2
√

πt

]
(s), F2(s) = L

[
eat

2
√

πt

]
(s)

Calculăm F1(s) = 1
2
√

π
L[ebtt−

1
2 ](s) = F3(s−b)(cf. teoremei deplasării),

unde

F3(s) = L[t−
1
2 ](s) =

∫ ∞

0
e−ptt−

1
2 dt =

1
p

∫ ∞

0
e−x

(
x

p

)− 1
2

dx =

=
1√
p

∫ ∞

0
e−xx−

1
2 dx =

1√
p
Γ

(
−1

2
+ 1

)
=

1√
p
Γ

(
1
2

)
=

√
π

p
=⇒

=⇒ F1(s) =
1

2
√

π

√
π√

s− b
=

1
2
√

s− b

Analog F2(s) = 1
2
√

s−a

Atunci L[f(t)](p) =
√

p− b−√p− a

15. f(t) = sin
√

t

Soluţie. Metoda 1: Se poate arăta că f verifică ecuaţia diferenţială
4f ′′(t) + 2f ′(t) + f(t) = 0

Dacă F (p) = L[f(t)](p), atunci L[f ′(t)](p) = pF (p)−f(+0),L[f ′′(t)](p) =
= p2F (p)−pf(+0)−f ′(+0),L[tf ′′(t)](p) = − d

dp [L[f ′′(t)](p)] = −2pF (p)−
+p2F ′(p) + f(+0) (cf. derivării originalului şi derivării imaginii)
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Aplicând transformata Laplace ecuaţiei diferenţiale obţinem
−8pF (p) − 4p2F ′(p) + 4f(+0) + 2pF (p) − 2f(+0) + F (p) = 0, adică
4p2F ′(p) + (6p− 1)F (p) = 0, pentru că f(+0) = lim

t→0,t>0
sin
√

t = 0

Integrând obţinem F (p) = c

p
3
2
e−

1
4p

Pentru valori mici ale lui t avem sin
√

t ∼ √
t

L[
√

t](p) =
Γ( 1

2
+1)

p
1
2+1

=
√

π

2p
3
2

Pentru p mare, F (p) ∼ c

p
3
2
, pentru că e−

1
4p −→ 0, când |p| −→ ∞ şi

F (p) ∼ L[
√

t](p) =
√

π

2p
3
2
, când |p| −→ ∞

Deci c =
√

π
2 şi L[sin

√
t](p) =

√
π

2p
3
2
e−

1
4p

Metoda 2: sin
√

t =
√

t− (
√

t)3

3! + . . .+(−1)n (
√

t)2n+1

(2n+1)! + . . . = t
1
2 − 1

3! t
3
2 +

. . . + (−1)n

(2n+1)! t
2n+1

2 + . . .

L[sin
√

t](p) = L
[ ∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
t

2n+1
2

]
(p) =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
L[t

2n+1
2 ](p) =

=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
· Γ

(
n + 1

2 + 1
)

pn+ 1
2
+1

=
√

π

2p
3
2

∞∑

n=0

(−1)n 1
n!

(
1
4p

)n

=
√

π

2p
3
2

e−
1
4p

Să se determine funcţiile original ale căror imagini Laplace sunt:

16. F (p) = 1
p(p2+a2)

Soluţie. Descompunem F (p) ı̂n fracţii simple şi obţinem

F (p) =
1
a2

(
1
p
− p

p2 + a2

)
=⇒ f(t) =

1
a2

(1− cos at) =
2
a2

sin2 at

2

17. F (p) = 2p−5
p2−9

Soluţie. f(t) = L−1
[

2p−5
p2−9

]
(t) = L−1

[
2 · p

p2−9
− 5

3 · 3
p2−9

]
(t) = 2ch3t−

−5
3sh3t

18. F (p) = 12
4−3p + p+1

p
4
3
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Soluţie. f(t) = L−1

[
12

4−3p + p+1

p
4
3

]
(t) = L−1

[
12

−3(p− 4
3)

]
(t)+L−1

[
1

p
1
3

]
(t)+

+L−1

[
1

p
4
3

]
(t) = −4e

4t
3 + t

1
3−1

Γ( 1
3)

+ t
4
3−1

Γ( 4
3)

19. F (p) = p

(p+1)
5
2

Soluţie. f(t) = L−1

[
p

(p+1)
5
2

]
(t) = L−1

[
p+1−1

(p+1)
5
2

]
(t) = L−1

[
1

(p+1)
3
2

]
−

−L−1

[
1

(p+1)
5
2

]
(t) = e−tL−1

[
1

p
3
2

]
−e−tL−1

[
1

p
5
2

]
= e−t

( √
t

Γ( 3
2)
− t

√
t

Γ( 5
2)

)
=

= 2e−t
√

t
π

(
1− 2

3 t
)

(cf. th. deplasării)

20. F (p) = e−p

p+2 + e−2p

p2+1
+ e−3p

p2+4p+5

Soluţie. Stim că

L−1

[
1

p + 2

]
(t) = e−2t,L−1

[
1

p2 + 1

]
(t) = sin t,

L−1

[
1

p2 + 4p + 5

]
(t) = L−1

[
1

(p + 2)2 + 1

]
(t) = e−2tL

[
1

p2 + 1

]
(t) = e−2t sin t

(cf. teoremei deplasării)

Avem f(t) = e−2(t−1) + sin(t − 2) + e−2(t−3) sin(t − 3)(cf. teoremei
ı̂ntârzierii)

21. F (p) = Mp+N
(p+a)2+b2

,M,N, a, b 6= 0 constante

Soluţie. Scriem F (p) = M(p+a)+N−Ma
(p+a)2+b2

Stim că L[e−at sin bt](p) = b
(p+a)2+b2

şi L[e−at cos bt](p) = p+a
(p+a)2+b2

(din teorema deplasării)

Atunci f(t) = Me−at cos bt + (N −Ma)1
b e
−at sin bt

22. F (p) = 1
(p+a)n , n ≥ 1 ı̂ntreg, a ∈ C

Soluţie. Stim că L[tn−1](p) = (n−1)!
pn şi L[e−attn−1](p) = (n−1)!

(p+a)n

(cf. teoremei deplasării)

Avem f(t) = e−at tn−1

(n−1)!

23. F (p) = 2p2+p+4
p4+p3+2p2−p+3
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Soluţie.

F (p) =
1

p2 − p + 1
+

1
p2 + 2p + 3

=
1

(p− 1
2)2 + 3

4

+
1

(p + 1)2 + 2
=⇒

=⇒ f(t) =
2√
3
e

t
2 sin

√
3

2
t +

1√
2
e−t sin

√
2t

(cf. teoremei deplasării)

24. F (p) = 15p−6
3p2+4p+8

Soluţie. f(t) = L−1
[

15p−6
3p2+4p+8

]
(t) = L−1

[
3(5p−2)

3
h
(p+ 2

3)
2
+ 20

9

i] (t) =

= 5L−1

[
p+ 2

3

(p+ 2
3)

2
+ 20

9

]
(t)− 8√

5
L−1

[ q
20
9

(p+ 2
3)

2
+ 20

9

]
(t) =

= e−
2
3
t(5 cos 2

√
5

3 t− 8√
5
sin 2

√
5

3 t) (cf. th. deplasării)

25. F (p) = 3p+2
4p2+12p+9

Soluţie. f(t) = L−1
[

3p+2
4p2+12p+9

]
(t) = 27

4 L−1
[

1
p+ 3

2

]
(t)−

−45
8 L−1

[
1

(p+ 3
2)

2

]
(t) = e−

3
2
t
[

27
4 − 45

8 t
]

(cf. th. deplasării)

26. F (p) = 2
4√16p+81

Soluţie. f(t) = L−1
[

2
4√16p+81

]
(t) = L−1

[
2

4
q

16(p+ 81
16)

]
(t) =

= L−1

[
1

(p+ 81
16)

1
4

]
(t) = e−

81
16

tL−1

[
1

p
1
4

]
(t) = e−

81
16

t t−
3
4

Γ( 1
4)

(cf. th. de-

plasării)

27. F (p) = 1
(p2+a2)2

, a > 0

Soluţie. Scriem F (p) = 1
p2+a2

1
p2+a2 şi ţinem cont de

L−1

[
1

p2 + a2

]
(t) =

1
a

sin at =⇒ f(t) =
1
a

sin at ∗ 1
a

sin at =

=
1
a2

∫ t

0
sin az sin a(t− z)dz

(am folosit teorema de convoluţie)
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28. F (p) = p
(p2+4)(p2+1)

Soluţie.

F (p) =
p

p2 + 4
· 1
p2 + 1

= L[cos 2t](p)L[sin t](p) = L[cos 2t ∗ sin t](p) =⇒

=⇒ f(t) =
∫ t

0
cos 2τ sin(t− τ)dτ =

1
3
(cos t− cos 2t)

(cf. teoremei de convoluţie)

29. F (p) = p+1
(p2+2p+2)2

Soluţie. f(t) = L−1
[

p+1
(p2+2p+2)2

]
(t) = L−1

[
p+1

[(p+1)2+1]2

]
(t) =

= e−tL−1
[

p
(p2+1)2

]
(t) = e−tL−1

[
p

p2+1
· 1

p2+1

]
(t) =

= e−t
∫ t
0 cos τ sin(t − τ)dτ = 1

2e−tt sin t (cf. th. deplasării şi th. de
convoluţie)

30. F (p) = 1
p4+2p3+3p2+2p+1

Soluţie.

F (p) =
1

(p2 + p + 1)2
=

1

[(p + 1
2)2 + (

√
3

2 )2]2
=

=
2
3
· (p + 1

2)2 + (
√

3
2 )2 − (p + 1

2)2 + (
√

3
2 )2

[(p + 1
2)2 + (

√
3

2 )2]2
=

=
2
3
· 1

(p + 1
2)2 + (

√
3

2 )2
+

2
3
· −(p + 1

2)2 + (
√

3
2 )2

[(p + 1
2)2 + (

√
3

2 )2]2

Analizăm fiecare termen:

Cf. linearităţii şi th. ı̂ntărzierii avem:

2
3
· 1

(p + 1
2)2 + (

√
3

2 )2
=

2
3
· 2√

3
·

√
3

2

(p + 1
2)2 + (

√
3

2 )2
= L

[
2
3
· 2√

3
e−

t
2 sin

√
3

2
t

]
(p)

Cf. th. derivării imaginii avem:

[
p + 1

2

(p + 1
2)2 + (

√
3

2 )2

]′
=
−(p + 1

2)2 + (
√

3
2 )2

[(p + 1
2)2 + (

√
3

2 )2]2
= −L[tf1(t)](p),
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unde

L[f1(t)](p) =
p + 1

2

(p + 1
2)2 + (

√
3

2 )2
= L

[
e−

t
2 cos

√
3

2
t

]
(p)

(cf. teoremei deplasării)

Atunci f1(t) = e−
t
2 cos

√
3

2 t

Aşadar,f(t) = 4
3
√

3
e−

t
2 sin

√
3

2 t− 2
3 te−

t
2 cos

√
3

2 t

31. F (p) = 1
p3+2p−3

Soluţie. F (p) = 1
p3−1+2p−2

= 1
(p−1)(p2+p+3)

= 1
5

1
p−1 − 1

5
p+2

p2+p+3

Analizăm fiecare termen:

L−1

[
1
5

1
p− 1

]
(t) =

1
5
et

Cum p+2
p2+p+3

= p+2
(p+ 1

2
)2+ 11

4

= p+ 1
2

(p+ 1
2
)2+(

√
11
2

)2
+

3
2

(p+ 1
2
)2+(

√
11
2

)2

rezultă că

L−1

[
p + 1

2

(p + 1
2)2 + (

√
11
2 )2

]
(t) = e−

t
2 cos

√
11
2

t

şi

L−1

[
3
2

1

(p + 1
2)2 + (

√
11
2 )2

]
(t) =

3
2

2√
11

e−
t
2 sin

√
11
2

t

(cf. th. ı̂ntârzierii)

Atunci f(t) = 1
5et − 1

5e−
t
2 cos

√
11
2 t− 3√

11
e−

t
2 sin

√
11
2 t

32. F (p) = e−p(1−e−p)
p(p2+1)

Soluţie. f(t) = L−1
[

e−p(1−e−p)
p(p2+1)

]
(t) = L−1

[
(e−p − e−2p)

(
1
p − p

p2+1

)]
(t) =

= L−1
[

e−p

p − pe−p

p2+1
− e−2p

p + pe−2p

p2+1

]
(t) = (1− cos(t− 1))−

−(1− cos(t− 2)) (cf. th. ı̂ntârzierii)

33. F (p) = 3p−4
p2−p−6
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Soluţie. Vom folosi formula (9.4).

p1 = 3, p2 = −2 sunt poli simpli

Atunci f(t) = Rez
(

3p−4
p2−p−6

ept, 3
)

+ Rez
(

3p−4
p2−p−6

ept,−2
)

Calculăm Rez
(

3p−4
p2−p−6

ept, 3
)

= lim
p→3

3p− 4
p2 − p− 6

ept(p− 3) = e3t

Analog Rez
(

3p−4
p2−p−4

,−2
)

= 2e−2

Deci f(t) = e3t + 2e−2t

34. F (p) = 1
(p2+1)3

Soluţie. p = ±i poli de ordin 3

Calculăm Rez
(

ept

(p2+1)3
, i

)
= 1

2! limp→i

[
ept

(p2 + 1)3
(p− i)3

]′′
=

= eitt(2it− 3 + 2i)

Obţinem f(t) = 1
8(3− t2) sin t + 3

8 t cos t

35. F (p) = 1

pe
1
p

Soluţie. Dezvoltăm ı̂n jurul punctului de la ∞, punând u = 1
p şi

obţinem:

F (
1
u

) = ue−u = u(1− u

1!
+

u2

2!
− . . . + (−1)n un

n!
+ . . .) =

= u− u2

1!
+

u3

2!
− . . . + (−1)n un+1

n!
+ . . .

convergentă pentru |u| < ∞
Deci F (p) = 1

p− 1
1!p2 + 1

2!p3 − . . .+(−1)n 1
n!pn+1 + . . . convergentă pentru

|p| > 0

Cum

L[tn](p) =
n!

pn+1
=⇒ L−1

[
1

pn+1

]
(t) =

tn

n!
=⇒

=⇒ f(t) = L−1[F (p)](t) = L−1

[
1

pe
1
p

]
(t) = L−1

[ ∞∑

n=0

(−1)n 1
n!pn+1

]
(t) =

=
∞∑

n=0

(−1)n tn

(n!)2
=

∞∑

n=0

(−1)n

(n!)2

(
2
√

t

2

)2n

= J0(2
√

t)
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36. F (p) = e−
√

p

Soluţie. Vom căuta o ecuaţie diferenţială de ordin minim verificată de
F (p).

Avem F ′(p) = − 1
2
√

pe−
√

p, F ′′(p) = 1
4p
√

pe−
√

p + 1
4pe−

√
p

Deci 4pF ′′(p) + 2F ′(p)− F (p) = 0

Dar F ′′(p) = L[t2f(t)](p), pF ′′(p) = L [
d
dt(t

2f(t))
]
(p), F ′(p) = L[−tf(t)](p),

unde F (p) = L[f(t)](p) (cf. th. derivării imaginii şi derivării originalu-
lui)

Deci 4pF ′′(p)+2F ′(p)−F (p) = L[4 d
dt(t

2f(t))−2tf(t)−f(t)](p) = 0 =⇒
=⇒ df(t)

dt = 1−6t
4t2

dt =⇒ ln f(t) = −3
2 ln t− 1

4t + ln c =⇒ f(t) = c

t
3
2
e−

1
4
t

Pentru determinarea constantei c avem tf(t) = c√
t
e−

1
4
t şi L[tf(t)] =

= − d
dpL[f(t)](p) = − d

dpe−
√

p = 1
2
√

pe−
√

p

Când t −→ ∞, tf(t) ∼ c√
t

şi deci când p −→ 0, L[tf(t)](p) ∼
L

[
c√
t

]
(p) = c

√
π√
p , dar L[tf(t)](p) = 1

2
√

pe−
√

p ∼ 1
2
√

p , pentru p mic,

deci c
√

π√
p ∼ 1

2
√

p , deci c = 1
2
√

π
=⇒ f(t) = 1

2t
√

πt
e−

1
4
t

37. F (p) = e−
x
√

p
a

p , x, a ∈ IR

Soluţie. Fie G(p) = e−
px
a

p . Cf. teoremei ı̂ntârzierii avem g(t) = t− x
a

Observăm că F (p) = G(p
√

p)√
p şi cf. teoremei 9.2

f(t) =
1√
πt

∫ ∞

0

(
τ − x

a

)
e−

τ2

4t dτ =
1√
π

∫ ∞

x
a

e−
τ2

4t dτ

Dacă se introduc ”funcţiile eroare” definite prin erf(z) = 2√
π

∫ z
0 e−t2dt

şi Erf(z) = 1− erf(z) rezultă că

g(t) = Erf
(

x

2a
√

t

)

38. Să se calculeze transformata Laplace a funcţiei erf(
√

t).

Soluţie. L[erf(
√

t)](p) = 2√
π
L

[∫ √t
0 e−u2

du
]
(p) =

= 2√
π
L

[
∫ √t
0

∞∑

n=0

(−1)n

n!
u2ndu

]
(p) = 2√

π
L

[ ∞∑

n=0

(−1)nu2n+1

n!(2n + 1)
/
√

t
0

]
(p) =
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= 2√
π
L

[ ∞∑

n=0

(−1)n(
√

t)2n+1

n!(2n + 1)

]
(p) = 2√

π

∞∑

n=0

(−1)n

n!(2n + 1)
· Γ

(
2n+1

2 + 1
)

p
2n+3

2

=

= 2√
π

∞∑

n=0

(−1)n

n!(2n + 1)
·

1
2 ·

(
1
2 + 1

) · . . . (1
2 + n

)
Γ

(
1
2

)

p
2n+3

2

=

= 1
p
√

p

∞∑

n=0

(−1)n 1
2 ·

(
1
2 + 1

) · . . . (1
2 + n− 1

)

n!
· 1
pn

=
1

p
√

p

(
1 +

1
p

)− 1
2

=

= 1
p
√

p+1

39. Să se arate că
∫∞
0 e−terf(

√
t)dt =

√
2

2

Soluţie. Cf. ex. anterior avem
L[erf(

√
t)](p) =

∫∞
0 e−pterf(

√
t)dt = 1

p
√

p+1

Trecând la limită pentru p −→ 1 obţinem
∫∞
0 e−terf(

√
t)dt = 1√

2

40. Să se calculeze
∫∞
0 ue−u2

erf(u)du.

Soluţie. Facem schimbarea de variabilă u2 = t şi obţinem∫∞
0 ue−u2

erf(u)du = 1
2

∫∞
0 e−terf(

√
t)dt = 1

2 lim
p→1

∫ ∞

0
e−pterf(

√
t)dt =

= 1
2 lim

p→1
L[erf(

√
t)](p) =

1
2

lim
p→1

1
p
√

p + 1
=

1
2
√

2

41. Să se calculeze integralele I1 =
∫∞
0

e−at−e−bt

t dt, I2 =
∫∞
0

J0(t)−cos t
t dt,

unde J0(t) =
∞∑

n=0

(−1)n

(n!)2
·
(

t

2

)2n

.

Soluţie. Dacă F (p) = L[f(t)](p), atunci
∫ ∞

0
F (p)dp =

∫ ∞

0

[∫ ∞

0
f(t)e−ptdt

]
dp =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
f(t)e−ptdtdp

Inversând ordinea de integrare rezultă
∫ ∞

0
F (p)dp =

∫ ∞

0

[∫ ∞

0
e−ptdp

]
f(t)dt =

∫ ∞

0

f(t)
t

dt

deoarece
∫∞
0 e−ptdp = 1

p

Avem L[e−at − e−bt](p) = 1
p+a − 1

p+b , deci
∫∞
0

e−at−e−bt

t dt =

=
∫∞
0

(
1

p+a − 1
p+b

)
dp = ln p+a

p+b /∞0 = ln b
a
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L[J0(t)](p) = L
[ ∞∑

n=0

(−1)n

(n!)2
·
(

t

2

)2n
]

(p) =
∞∑

n=0

(−1)n

(n!)2
· 1
22n

· (2n)!
p2n+1

=

= 1
p

∞∑

n=0

(−1)n 1 · 3 · 5 · . . . (2n− 1)
2 · 4 · 6 · . . . 2n

· 1
p2n

=
1
p

(
1 +

1
p2

)− 1
2

=
1√

1 + p2

Rezultă I2 =
∫∞
0

J0(t)−cos t
t dt =

∫∞
0

(
1√

1+p2
− p

1+p2

)
dp =

= ln p+
√

1+p2√
1+p2

/∞0 = ln 2

42. Se defineşte funcţia f(t) =
∫∞
0

sin tx
x dx, pentru t > 0 şi f(t) = 0, pentru

t ≤ 0. Să se calculeze F (p) şi apoi să se deducă valoarea lui
I =

∫∞
0

sin x
x dx.

Soluţie.

F (p) =
∫ ∞

0
f(t)e−ptdt =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

sin tx

x
dx

)
e−ptdt =

=
∫ ∞

0

dx

x

∫ ∞

0
e−pt sin txdt,

dar
∫∞
0 e−pt sin txdt = x

p2+x2

Deci F (p) =
∫∞
0

dx
p2+x2 = π

2p =⇒ f(t) = π
2 , t > 0 =⇒ I = f(1) = π

2

43. Să se calculeze integrala:

I(t) =
∫ ∞

0

sin tx

x(x2 + a2)
dx, t > 0.

Soluţie.

L[I(t)](p) =
∫ ∞

0

dx

x(x2 + a2)

∫ ∞

0
e−pt sin txdt =

∫ ∞

0

dx

(x2 + a2)(x2 + p2)
=

=
1

p2 − a2

(∫ ∞

0

dx

x2 + a2
−

∫ ∞

0

dx

x2 + p2

)
=

1
p2 − a2

π

2

(
1
a
− 1

p

)
=

=
π

2a2

(
1
p
− 1

p + a

)
=

π

2a2
L[1− e−at] =⇒ I(t) =

π

2a2
(1− e−at)

44. Să se calculeze integrala

I(t) =
∫ ∞

0

x2 − a2

x2 + a2
· sin tx

x
dx, t > 0.
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Soluţie.

L[I(t)](p) =
∫ ∞

0

x2 − a2

x2 + a2
· 1
x

dx

∫ ∞

0
e−pt sin txdt =

∫ ∞

0

x2 − a2

x2 + a2
·

· 1
x2 + p2

dx =
π

2
(−1

p
+

2
p + a

) =⇒ I(t) =
π

2
(−1 + 2e−at)

45. Să se calculeze I(t) =
∫∞
0

sin3 x
x2 dx.

Soluţie. Calculăm I1(t) =
∫∞
0

sin3 tx
x2 dx

L[I1(t)](p) =
∫ ∞

0

dx

x2

∫ ∞

0
e−pt sin3 txdt =

∫ ∞

0

dx

x2

∫ ∞

0
e−pt(

3
4

sin tx−

− 1
4

sin 3tx)dt =
3
4

∫ ∞

0

dx

x(x2 + p2)
− 3

4

∫ ∞

0

dx

x(9x2 + p2)
=

3
4

ln 3 · 1
p2

=

=
3
4

ln 3 · L[t] =⇒ I1(t) =
3t

4
ln 3 =⇒ I1(1) =

3
4

ln 3

46. Să se calculeze cu ajutorul transformatei Laplace integralele Fresnel
I1 =

∫∞
0 sinx2dx, I2 =

∫∞
0 cosx2dx.

Soluţie. Funcţiile S(t) =
∫ t
0 sinu2du şi C(t) =

∫ t
0 cosu2du sunt funcţiile

sinus integral şi respectiv cosinus integral ale lui Fresnel.

Aplicăm transformata Laplace originalelor I1(t) =
∫∞
0 sin tx2dx, I2(t) =

=
∫∞
0 cos tx2dx

Avem L[I1(t)](p) = L [∫∞
0 sin tx2dx

]
(p) =

∫∞
0

(∫∞
0 sin tx2dx

)
e−ptdt =

=
∫∞
0

(∫∞
0 sin tx2e−ptdt

)
dx =

∫∞
0 L[sin tx2](p)dx =

∫∞
0

x2

p2+x4 dx

Descompunem ı̂n fracţii simple fracţia
x2

p2+x4 = x2

(x2+p)2−(
√

2px)2
= x2

(x2−√2px+p)(x2+
√

2px+p)
=

= 1
2
√

2p

[
x

x2−√2px+p
− x

x2+
√

2px+p

]

Deci L[I1(t)](p) = 1
2
√

2p

[∫∞
0

x
x2−√2px+p

dx− ∫∞
0

x
x2+

√
2px+p

dx
]

=

= 1
2
√

2p

[
1
2 ln x2−√2px+p

x2+
√

2px+p
+ arctg

√
2x−√p√

p + arctg
√

2x+
√

p√
p

]
|∞0 = 1

2
√

2p
π

Analog L[I2(t)](p) = L [∫∞
0 cos tx2dx

]
(p) =

∫∞
0

p
p2+x4 dx

Descompunem ı̂n fracţii simple fracţia
p

p2+x4 = p
(x2−√2px+p)(x2+

√
2px+p)

= 1
2
√

2p

[
x+
√

2p
x2+

√
2px+p

− x−√2p
x2−√2px+p

]
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Atunci L[I2(t)](p) = 1
2
√

2p

∫∞
0

[
x+
√

2p
x2+

√
2px+p

− x−√2p
x2−√2px+p

]
dx =

= 1
2
√

2p

[
ln x2+

√
2px+p

x2−√2px+p
+ arctg

√
2x+

√
p√

p + arctg
√

2x−√p√
p

]
|∞0 = 1

2
√

2p
π

Obţinem I1(t) = I2(t) = L−1
[

1
2
√

2p
π
]
(t) = 1

2
√

2p
πL−1

[
1√
p

]
(t) =

= 1
2
√

2p
· 1

Γ( 1
2)
√

t
= 1

2

√
π
2t

47. Să se calculeze
∫∞
0 dt

∫ t
0

e−t sin τ
τ dτ .

Soluţie. Intervertind ordinea de integrare obţinem
∫∞
0 dt

∫ t
0

e−t sin τ
τ dτ =

∫∞
0 dτ

∫∞
τ

e−t sin τ
τ dt =

∫∞
0

sin τ
τ dτ

∫∞
τ e−tdt =

=
∫∞
0

sin t
t e−tdt =

∫∞
0 L[e−t sin t](p)dp =

∫∞
0

1
(p+1)2+1

dp =
= arctg (p + 1)|∞0 = π

4 (cf. ex. 44 şi teoremei deplasării)

48. Să se calculeze
∫∞
0

cos at−cos bt
t dt, a, b > 0, a 6= b.

Soluţie.
∫∞
0

cos at−cos bt
t dt =

∫∞
0 L[cos at− cos bt](p)dp =

=
∫∞
0

[
p

p2+a2 − p
p2+b2

]
dp = 1

2 ln p2+a2

p2+b2
|∞0 = 1

2 ln b2

a2 = ln b
a (cf. ex.

44)

Să se integreze ecuaţiile:

49. x′′′ − 2x′′ − x′ + 2x = 5 sin 2x, x(0) = 1, x′(0) = 1, x′′(0) = −1

Soluţie. Folosim teorema derivării originalului şi notăm
L[x(t)](p) = X(p)

L[x′′′(t)](p) = p3X(p)− p2x(0)− px′(0)− x′′(0) = p3X(p)− p2− p + 1

L[x′′(t)](p) = p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p)− p− 1

L[x′(t)](p) = pX(p)− x(0) = pX(p)− 1

Aplicăm ecuaţiei date transformata Laplace şi obţinem:

(p3 − p2 − p + 2)X(p)− p2 − p + 1 + 2p + 2 + 1 = 5
2

p2 + 4
=⇒

=⇒ X(p) =
p2 − p− 2

(p− 1)(p + 1)(p− 2)
+

10
(p− 1)(p + 1)(p− 2)(p2 + 4)

=

=
1
3

1
p + 1

+
5
12

1
p− 2

+
1
4
(

p

p2 + 4
+

2
p2 + 4

) =⇒

=⇒ x(t) =
1
3
e−t +

5
12

e2t +
1
4

cos 2t +
1
4

sin 2t
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50. x′′′ + 2x′′ + 2x′ + x = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0

Soluţie. Cf. teoremei derivării originalului avem:

L[x′(t)](p) = pX(p)− x(0) = pX(p)

L[x′′(t)](p) = p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p)

L[x′′′(t)](p) = p3X(p)− p2x(0)− px′(0)− x′′(0) = p3X(p)

Ecuaţia devine

X(p)(p3 + 2p2 + 2p + 1) = 1
p =⇒ X(p) = 1

p(p+1)(p2+p+1)
= 1

p − 1
p+1−

− 1
p2+p+1

= 1
p− 1

p+1− 2√
3
·

√
3

2

(p+ 1
2)

2
+
�√

3
2

�2 =⇒ x(t) = 1−e−t− 2√
3
e−

1
2
t sin

√
3

2 t

51. x′′ + 4x = sin 3t
2 sin t

2 , x(0) = 1, x′(0) = 0

Soluţie. Scriem ecuaţia sub forma x′′ + 4x = −1
2(cos 2t− cos t)

Cf. teoremei derivării originalului avem:

L[x′′(t)](p) = p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p)− p

Ecuaţia devine:

(p2 +4)X(p)− p = −1
2

(
p

p2+4
− p

p2+1

)
=⇒ X(p) = 1

6 · p
p2+1

+ 5
6 · p

p2+4
−

−1
2 · p

(p2+4)2

Intrucât L[t sin 2t](p) = −
[

2
p2+4

]′
= 4p

(p2+4)2
rezultă x(t) = 1

6 cos t+

+5
6 cos 2t− 1

8 t sin t

52. x′′ − x = tht, x(0) = 1, x′(0) = −1

Soluţie. Cf. teoremei derivării originalului avem:

L[x′′(t)](p) = p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p) + 1

Ecuaţia devine:

p2X(p) + 1−X(p) = L[tht](p) =⇒ X(p)(p2 − 1) + 1 = L[tht](p) =⇒
=⇒ X(p) = 1

p2−1
· L[tht]− 1

p2−1
=⇒

=⇒ x(t) = −sht− ∫ t
0 sh(t− τ)thτdτ = sht + sht + 2cht·

·(arctg et − π
4 )

53. x′′ + x = 1
cos t , x(0) = 0, x′(0) = 2
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Soluţie. Cf. teoremei derivării originalului avem:

L[x′′(t)](p) = p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p)− 2

Ecuaţia devine:

p2X(p)−2+X(p) = L [
1

cos t

]
(p) =⇒ X(p) = 2

p2+1
+ 1

p2+1
L [

1
cos t

]
(p) =

2L[sin t](p)+L[sin t](p)L [
1

cos t

]
(p) = 2L[sin t](p)+L

[∫ t
0

sin(t−τ)
cos τ dτ

]
(p)

(cf. teoremei de convoluţie)

Deci x(t) = 2 sin t +
∫ t
0

sin(t−τ)
cos τ dτ

54. x′′ + 4x = 1
4+cos 2t , x(0) = 1, x′(0) = 0

Soluţie. Cf. teoremei derivării originalului avem:

L[x′′(t)](p) = p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p)− p

Ecuaţia devine:

p2X(p)− p + 4X(p) = L
[

1
4+cos 2t

]
(p) =⇒ X(p) = p

p2+4
+ 1

p2+4
·

·L
[

1
4+cos 2t

]
(p) = L[cos 2t](p) + L[12 sin 2t](p)L[ 1

4+cos 2t ](p) =

= L[cos 2t](p) + 1
2L

[∫ t
0

sin 2(t−τ)
4+cos 2τ dτ

]
(p) =⇒ x(t) = cos 2t + 1

2 sin 2t·
· ∫ t

0
cos 2τ

4+cos 2τ dτ − 1
2 cos 2t

∫ t
0

sin 2τ
4+cos 2τ dτ = cos 2t + 1

2 t sin 2t− 2√
15

sin 2t·
·arctg

(√
3
5tg t

)
+ 1

2 cos 2t[ln(4 + cos 2t)− ln 4]

55. Să se integreze ecuaţia omogenă cu coeficienţi variabili ty′′+y′+4ty = 0
cu condiţiile y(0) = 3, y′(0) = 0.

Soluţie. Fie Y (p) = L[y(t)](p)

L[ty(t)](p) = − d
dpY (p),L[y′(t)](p) = pY (p)−3,L[y′′(t)](p) = p2Y (p)−

−3p,
L[ty′′(t)](p) = − d

dp(p2Y (p)− 3p) (cf. th. derivării imaginii şi derivării
originalului)

Aplicând transformata Laplace ecuaţiei obţinem

− d
dp(p2Y (p)− 3p) + pY (p)− 3− 4 d

dpY (p) = 0 =⇒ (p2 + 4)dY
dp + pY =

0 =⇒ dY
Y = − p

p2+4
dp =⇒ lnY (p) = −1

2 ln(p2 + 4) + ln c =⇒ Y (p) =
= c√

p2+4
=⇒ y(t) = cJ0(2t)

Pentru determinarea lui c vom folosi condiţia iniţială y(0) = 3

3 = cJ0(0), dar J0(0) = 1, deci c = 3 şi soluţia este y(t) = 3J0(2t)

56. Să se găsească soluţia ecuaţiei x′′ − 2x′ + 2x = f(t) care satisface
x(1) = x′(1) = 1.
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Soluţie. Facem mai ı̂ntâi schimbarea de variabilă t1 = t− 1

Obţinem ecuaţia x′′−2x′+2x = f(t1+1) cu condiţiile x(0) = x′(0) = 1
Cf. teoremei derivării originalului avem:

L[x′(t1)](p) = pX1(p)− x(0) = pX1(p)− 1

L[x′′(t1)](p) = p2X1(p)− px(0)− x′(0) = p2X1(p)− p− 1

Ecuaţia devine

p2X1(p)− p− 1− 2(pX1(p)− 1) + 2X1(p) = L[f(t1 + 1)](p) =⇒
=⇒ X1(p)(p2−2p+2) = p−1+L[f(t1+1)](p) =⇒ X1(p) = p−1

(p−1)2+1
+

+ 1
(p−1)2+1

· L[f(t1 + 1)](p)

Cf. th. deplasării şi th. de convoluţie obţinem

x(t1) = et1 cos t1 +
∫ t1
0 eτ sin τf(t1 + 1− τ)dτ

Deci x(t) = et−1 cos(t− 1) +
∫ t−1
0 eτ sin τf(t− τ)dτ

57. Să se integreze sistemul neomogen de ecuaţii diferenţiale:

x′ − y′ − 2x + 2y = sin t

x′′ + 2y′ + x = 0

cu condiţiile x(0) = x′(0) = y(0) = 0

Soluţie. Notăm X(p) = L[x(t)](p), Y (p) = L[y(t)](p)

Folosim teorema derivării originalului:

L[x′′(t)](p) = p2X(p)− px(0)− x′(0) = p2X(p)

L[x′(t)](p) = pX(p)− x(0) = pX(p)

L[y′(t)](p) = pY (p)− y(0) = pY (p)

Sistemul devine:

(p− 2)X(p) + Y (p)(2− p) =
1

p2 + 1

X(p)(p2 + 1) + 2pY (p) = 0

Atunci: X(p) = 1
9(p+1) + 1

3(p+1)2
+ 1

45(p−2) − p+2
5(p2+1)

Y (p) = 1
9(p+1) + 1

3(p+1)2
− 1

9(p−2)

Obţinem: x(t) = 1
9e−t + 1

3 te−t + 4
45e2t − 1

5 cos t− 2
5 sin t

y(t) = 1
9e−t + 1

3 te−t − 1
9e2t

58. Să se integreze sistemul de ecuaţii diferenţiale cu coeficienţi constanţi:

x′ − 4x− y + 36t = 0

y′ + 2x− y + 2et = 0

cu condiţiile iniţiale x(0) = 0, y(0) = 1
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Soluţie. Fie L[x(t)](p) = X(p),L[y(t)](p) = Y (t).

Aplic transformata Laplace ı̂n cei doi membri ai ecuaţiilor sistemului:

(p− 4)X(p)− Y (p) = −36
p2

2X(p) + (p− 1)Y (p) =
2

p− 1

Obţinem

X(p) =
6
p2
− 1

p
− 1

p− 1
+

11
p− 2

− 9
p− 3

Y (p) =
12
p2

+
10
p

+
3

p− 1
− 22

p− 2
+

9
p− 3

Deci
x(t) = 6t− 1− et + 11e2t − 9e3t

y(t) = 12t + 10 + 3et − 22e2t + 9e3t

59. Să se integreze sistemul liniar şi neomogen de ecuaţii diferenţiale cu
coeficienţi variabili

ty + z + tz′ = (t− 1)e−t

y′ − z = e−t

cu condiţiile y(0) = 1, z(0) = −1

Soluţie. Fie Y (p) = L[y(t)](p) şi Z(p) = L[z(t)](p) şi aplicăm transfor-
mata Laplace ecuaţiilor sistemului, ţinând cont de L[ty](p) = −dY

dp ,L[y′](p) =
= pY − 1,L[z′](p) = pZ + 1,L[tz′](p) = − d

dp(pZ + 1) (cf. th. derivării
imaginii şi derivării originalului)

Obţinem

−dY

dp
+ Z − d

dp
(pZ + 1) =

1
(p + 1)2

− 1
p + 1

pY − 1− Z =
1

p + 1
sau

Y ′ + pZ ′ =
1

p + 1
− 1

(p + 1)2

pY − Z =
1

p + 1
+ 1
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Rezultă (1+p2)Y ′+pY = 0. Separăm variabilele, integrăm şi obţinem
soluţia generală Y = c√

1+p2
=⇒ y(t) = cJ0(t), dar y(0) = 1, deci

1 = y(0) = cJ0(0) = c =⇒ y(t) = J0(t)

Din a doua ecuaţie a sistemului obţinem direct funcţia

Z = pY − 1
p+1 − 1 = p√

1+p2
− 1− 1

p+1 = −
√

1+p2−p√
1+p2

− 1
p+1 =⇒

=⇒ z(t) = −J1(t)− e−t

60. Să se integreze ecuaţia propagării căldurii printr-o bară finită ∂2u
∂x2 = ∂u

∂t
ı̂n condiţiile u(x, 0) = 3 sin 2πx, u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, unde t > 0 şi
0 < x < 1.

Soluţie. Fie U(x, p) = L[u(x, t)]

Aplicăm transformata Laplace ı̂n raport cu t, x fiind considerat parametru.

Avem L [
∂u
∂t

]
= pU(x, p)− u(x, 0),L

[
∂2u
∂x2

]
= ∂2U(x,p)

∂x2

Ecuaţia devine ∂2U
∂x2 = pU − 3 sin 2πx sau dacă ı̂l considerăm pe p ca

parametru putem scrie d2U
dx2 − pU = −3 sin 2πx

Ecuaţia omogenă d2U
dx2 − pU = 0 are ca soluţie generală U(x, p) =

= c1ex
√

p + c2e−x
√

p

O soluţie particulară a ecuaţiei neomogene este 3 sin 2πx
4π2+p

, deci integrala

generală a ecuaţiei d2U
dx2 − pU = −3 sin 2πx este U(x, p) = c1(p)ex

√
p+

+c2(p)e−x
√

p + 3 sin 2πx
4π2+p

Aplicând transformata Laplace condiţiilor la limită avem L[u(0, t)] =
= U(0, p) = 0,L[u(1, t)] = U(1, p) = 0

Cu ajutorul condiţiilor U(0, p) = U(1, p) = 0 vom determina pe c1(p), c2(p).
Avem

0 = c1(p) + c2(p)

0 = c1(p)e
√

p + c2(p)e−
√

p

de unde c1(p) = c2(p) = 0

Deci U(x, p) = 3 sin 2πx
4π2+p

, a cărui original Laplace este u(x, t) = 3e−4π2t3 sin 2πx

şi care reprezintă temperatura barei, ı̂n fiecare punct M(x), 0 < x < 1,
la orice moment t(t > 0)

61. Să se integreze ecuaţia corzii vibrante ∂2z
∂x2 = 1

16 · ∂2z
∂t2

cu condiţiile
∂z
∂x(0, t) = 0, z(3

2 , t) = 0, z(x, 0) = 0, ∂z
∂t (x, 0) = 2 cosπx + 3 cos 3πx.
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Soluţie. Notăm L[z(x, t)] = Z(x, p)

Avem L
[

∂2z
∂x2 (x, t)

]
= ∂2Z

∂x2 (x, p),L
[

∂2z
∂t2

(x, t)
]

= p2Z−2 cos πx−3 cos 3πx,

L [
∂z
∂x(0, t)

]
= ∂2Z

∂x2 (0, p) = 0,L[z(3
2 , t)] = Z(3

2 , p) = 0

Aplicând transformata Laplace ecuaţiei cu derivate parţiale, obţinem
ecuaţia ∂2Z

∂x2 − p2

16Z = − 1
16(2 cosπx+3 cos 3πx) care integrată ı̂n raport

cu x are integrala generală

Z(x, p) = c1e
p
4
x + c2e−

p
4
x +

2
p2 + 16π2

cosπx +
3

p2 + 144π2
cos 3πx

Dar ∂Z
∂x (0, p) = 0, Z(3

2 , p) = 0, deci c1 = c2 = 0

Aşadar, Z(x, p) = 2
p2+16π2 cosπx + 3

p2+144π2 cos 3πx este transformata
Laplace a funcţiei z(x, t), ce verifică ecuaţia cu derivate parţiale şi
condiţiile iniţiale şi la limită impuse de problemă . Rezultă că
z(x, t) = 1

2π cosπx sin 4πt + 1
4π cos 3πx sin 12πt

62. Să se integreze ecuaţia ∂2u
∂x2 = ∂2u

∂t2
, pentru x > 0, t > 0, ştiind că

u(0, t) = 10 sin 2t, lim
x→∞u(x, t) = 0, u(x, 0) =

∂u

∂t
= (x, 0) = 0.

Soluţie. Fie U(x, p) = L[u(x, t)]

Aplicând proprietăţile transformatei Laplace obţinem
L

[
∂2u
∂x2

]
= ∂2U

∂x2 ,L
[

∂2u
∂t2

]
= p2U,L[u(0, t)] = U(0, p) = 20

p2+4
,

L[ lim
x→∞u(x, t)] = lim

x→∞U(x, p) = 0

Aplicând transformata Laplace ecuaţiei cu derivate parţiale, obţinem
ecuaţia diferenţială d2U

dx2 − p2U = 0 a cărei integrală generală este
U(x, p) = c1(p)e−px + c2(p)epx (unde c1 şi c2 sunt constante faţă de x,
transformate Laplace ı̂n raport cu p)

Din ultima condiţie 0 = lim
x→∞U(x, p) = lim

x→∞[c1(p)e−px + c2(p)epx]

rezultă c2(p) = 0

Din condiţia 20
p2+4

= U(0, p) = c1(p) + c2(p), deci c1(p) = 20
p2+4

Deci U(x, p) = 20
p2+4

e−px =⇒

=⇒ u(x, t) =
{

10 sin 2(t− x), pentru t > x > 0
0, pentru 0 < t < x

Să se rezolve ecuaţiile integrale:

63. x(t)− ∫ t
0 ch2(t− τ) · x(τ)dτ = 4− 4t− 8t2
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Soluţie. Aplicăm transformata Laplace şi teorema de convoluţie:

X(p)− L[ch2t](p)L[x(t)](p) =
4
p
− 4

p2
− 16

p3
=⇒ X(p)− p

p2 − 4
X(p) =

=
4
p
− 4

p2
− 16

p3
=⇒ X(p) = 4(

1
p
− 4

p3
) =⇒ x(t) = 4− 8t2

64. x(t) = a sin bt + c
∫ t
0 sin b(t − u) · x(u)du, 0 < c < b (ecuaţie de tip

Volterra)

Soluţie. Scriem ecuaţia sub forma

x(t)− c
∫ t
0 sin b(t− u) · x(u)du = a sin bt

Fie L[x(t)](p) = X(p)

Aplicăm transformata Laplace şi folosim th. de convoluţie şi obţinem

X(p) − X(p) · L[sin bt](p) = L[a sin bt](p) =⇒ X(p) − cb
p2+b2

X(p) =
ab

p2+b2
=⇒

=⇒ X(p) = ab
p2+b2−cb

=⇒ x(t) = ab√
b2−bc

sin
√

b2 − bct

65.
∫ t
0 x(τ) 1√

t−τ
dτ = 1 + t + t2 (Abel)

Soluţie. Ecuaţia se mai scrie:x ∗ 1√
t

= 1 + t + t2

Aplicând transformata Laplace obţinem:

X(p)L[
1√
t
](p) = L[1 + t + t2](p) =⇒ X(p)

Γ(1
2)√
p

=
1
p

+
1
p2

+
2
p3

=⇒

=⇒ X(p) =
(

1√
p

+
1

p
√

p
+

2
p2√p

)
1√
π

=⇒

=⇒ x(t) =
1√
π

(
t−

1
2

Γ(1
2)

+
t

1
2

Γ(3
2)

+ 2
t

3
2

Γ(5
2)

)
=

=
1
π

(
1√
t

+ 2
√

t +
8
3
t
√

t

)

66. x(t) + 2
∫ t
0 x(u)du = 3et + 2t
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Soluţie. Fie L[x(t)](p) = X(p)

Cf. th. de integrare a originalului avem L
[∫ t

0 x(u)du
]
(p) = X(p)

p

Aplicăm transformata Laplace şi obţinem
X(p) + 2X(p)

p = 3
p−1 + 2

p2 =⇒ X(p) = 3p
(p−1)(p+2) + 2

p(p+2) =⇒
=⇒ x(t) = 1 + et + e−2t

67. sin t = t +
∫ t
0

dx(τ)
dτ (t− τ)dτ

Soluţie. Avem formula lui Duhamel

pF (p)G(p) = L[f(t)g(0) +
∫ t

0
f(τ)g′(t− τ)]dτ ](p)

Deci L
[∫ t

0
dx(τ)

dτ (t− τ)dτ
]
(p) = pX(p) · 1

p2 = X(p)
p

Aplicând transformata Laplace ecuaţiei integrale obţinem
1

p2+1
= 1

p2 + X(p)
p =⇒ X(p) = p

p2+1
− 1

p =⇒ x(t) = cos t− 1

68. Folosind formula lui Duhamel, să se rezolve ecuaţiile diferenţiale:

a) x′′ + x = sin t, x(0) = x′(0) = 0

b) x′′ − x′ = 1
1+et , x(0) = x′(0) = 0

Soluţie. Rezolvăm ecuaţia x′′1 + x1 = 1, x1(0) = x′1(0) = 0

Notăm X1(p) = L[x1(t)](p)

Cf. th. derivării originalului avem
L[x′′1(t)](p) = p2X1(p)− px1(0)− x1(0) = p2X1(p)

Ecuaţia devine p2X1(p) + X1(p) = L[1](p) = 1
p =⇒

=⇒ X1(p) = 1
p · 1

p2+1
= 1

p − p
1+p2 =⇒ x1(t) = 1− cos t =⇒

=⇒ x′1(t) = sin t

Pe de altă parte X(p) = L[x(t)](p) verifică relaţia (p2 + 1)X(p) =
= F (p) = L[sin t](p) = 1

p2+1
=⇒ X(p) = pF (p)X1(p)

Cf. formulei lui Duhamel rezultă
x(t) =

∫ t
0 sin τ · sin(t− τ)dτ = 1

2(sin t− t cos t)

b) Ca şi la pct. a) rezolvăm ecuaţia x′′1 − x′1 = 1, x1(0) = x′1(0) = 0

Cf. th. derivării originalului avem L[x′1(t)](p) = pX1(p)− x1(0) =
= pX1(p)

Ecuaţia devine p2X1(p)− pX1(p) = 1
p =⇒ X1(p) = 1

p − 1
p(p−1) = −1

p−
− 1

p2 + 1
p−1 =⇒ x1(t) = 1− t + et =⇒ x′1(t) = et − 1 şi X(p) =

= pX1(p)F (p), unde F (p) = L
[

1
1+et

]
(p)

Deci x(t) =
∫ t
0

1
1+eτ · (et−τ − 1)dτ
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69. Să se rezolve ecuaţia integrodiferenţială

y′(t) =
∫ t

0
y(τ) cos(t− τ)dτ

cu condiţia y(0) = 1

Soluţie. Cf. teoremei derivării originalului avem

L[y′(t)](p) = pY (p)− 1

Membrul drept al ecuaţiei e produsul de convoluţie y(t)∗cos t; aplicând
transformata Laplace ecuaţiei obţinem:

pY (p)− 1 = Y (p)
p

p2 + 1

Atunci Y (p) = p2

p3 = 1
p + 1

p3 =⇒ y(t) = 1 + t2

2

Cu ajutorul transformatei Laplace să se determine soluţiile ecuaţiilor
cu argumente decalate:

70. 3y(t)− 4y(t− 1) + y(t− 2) = t, dacă y = 0 pentru t < 0.

Soluţie. Notăm L[y(t)](p) = Y (p)

Cf. teoremei ı̂ntârzierii avem:

L[y(t− 1)](p) = e−pY (p)

L[y(t− 2)](p) = e−2pY (p)

După ce aplicăm transformata Laplace, ecuaţia devine:

(3− 4e−p + e−2p)Y (p) =
1
p2

=⇒ (1− ep)(3− e−p)Y (p) =
1
p2

=⇒

=⇒ Y (p) =
1

2p2

(
1

1− e−p
− 1

3− e−p

)
=

1
2p2

(
1

1− e−p
− 1

3
1

1− e−p

3

)
=

=
1

2p2
[1 + e−p + e−2p + . . . + e−np + . . .− 1

3
(1 +

e−p

3
+

e−2p

32
+ . . . +

+
e−np

3n
+ . . .)] =

1
2p2

[
2
3

+
(

1− 1
32

)
e−p +

(
1− 1

33

)
e−2p + . . .+

+
(

1− 1
3n+1

)
e−np + . . .] =

1
3p2

+
1
2

∞∑

n=1

(
1− 1

3n+1

)
e−np

p2
=⇒

=⇒ y(t) =
t

3
+

1
2

∞∑

n=1

(
1− 1

3n+1

)
(t− n)

(am folosit teorema ı̂ntârzierii)
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71. y′(t) + y(t− 1) = t2, dacă y(t) = 0,pentru t < 0

Soluţie. Cf. teoremei derivării originalului: L[y′(t)](p) = p · Y (p)

Cf. teoremei ı̂ntârzierii: L[y(t− 1)](p) = e−p · Y (p)

Ecuaţia devine:

p · Y (p) + e−p · Y (p) =
2
p3

=⇒ Y (p) =
2

p3(p + e−p)
=

2
p4(1 + e−p

p )
=

=
2
p4

∞∑

n=0

(−1)n e−np

pn
=⇒ Y (p) = 2

∞∑

n=0

(−1)n e−np

pn+4
=⇒

=⇒ y(t) = 2
∞∑

n=0

(−1)n (t− n)n+3

Γ(n + 4)
= 2

∞∑

n=0

(−1)n (t− n)n+3

(n + 3)!

Aplicaţii ı̂n fizică şi electronică

72. O particulă de masă m e aruncată vertical ı̂n sus cu viteza iniţială v0.
Asupra ei acţionează forţa gravităţii şi o forţă de rezistenţă 2kmv, v
fiind viteza particulei (k > 0 constantă ). Să se determine distanţa
parcursă de particulă după un timp t.

Soluţie. Notăm cu x(t) distanţa cerută

Atunci mx′′(t) = −mg − 2kmx′(t), x(0) = 0, x′(0) = v0

Notăm X(p) = L[x(t)](p)

Aplicând th. de derivare a originalului ecuaţia devine
m(p2X(p)−v0) = −mg 1

p−2kmX(p) =⇒ X(p) = v0p−g
p2(p+2k)

= − g
2k · 1

p2 +

+g+2v0k
4k2 · 1

p − g+2v0k
4k2 · 1

p+2k =⇒ x(t) = − g
2k · t + g+2v0k

4k2 · (1− e−2kt),
t ≥ 0

73. O tensiune electromotoare constantă E este aplicată la timpul t = 0
unui circuit electric format dintr-o inductanţă L, o capacitate C şi o
rezistenţă r, ı̂n serie. La timpul t = 0 sarcina la bornele condensatoru-
lui este nulă şi curentul ı̂n circuit egal. Să se dea expresia curentului
ı̂n funcţie de timp.

Soluţie. Ecuaţia diferenţială a sistemului este Ldi
dt + ri + q

C = E la
care se adaugă dq

dt = i, unde i este curentul ı̂n circuit, iar q sarcina
instantanee a condensatorului.

Notăm I(p) = L[i(t)](p), Q(p) = L[q(t)](p)
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Cu condiţiile iniţiale i(0) = 0, q(0) = 0, prin aplicarea transformatei
Laplace, ecuaţiile diferenţiale de mai sus devin

LpI + rI +
Q

C
= E

pQ = I

(cf. th. de derivare a originalului)

Inlocuind pe Q din ecuaţia a doua ı̂n prima, obţinem ecuaţia
LpI + rI + I

pC = E =⇒ I = E
L(p+ r

L
+ 1

pLC
)

= E
L · p

p2+2ap+ω2
0
, unde

a = r
2L , ω2

0 = 1
LC

Avem i(t) = L−1[I(p)](t) = L−1
[

E
L · p

p2+2ap+ω2
0

]
(t) = E

L ·L−1
[

p
p2+2ap+ω2

0

]
(t),

deci

i(t) =





E
L e−at sinωt, dacă ω2 > a2

E
L te−at, dacă ω2 = a2

E
L · 1

n−m(e−nt − e−mt), dacă ω2 < a2

unde −m şi −n sunt rădăcinile ecuaţiei p2 + 2ap + ω2
0 = 0, iar ω2 =

= 1
LC − r2

4L2

74. Un circuit electric constă dintr-un capacitor (cu capacitatea C) şi un
inductor L, legate ı̂n serie. La momentul t = 0 se aplică la bor-
nele circuitului forţa electromagnetică E cos(ωt + α), unde ω2 6= 1

LC
(C, L, E, ω, α sunt presupuse constante). Să se determine curentul i(t)
la orice moment t, ştiind că la momentul t = 0 atât curentul cât şi
sarcina q(t) sunt nule.

Soluţie. Cf. legii lui Kirchoff avem Lq′′(t) + 1
C q(t) = E cos(ωt + α),

q(0) = 0, q′(0) = 0, i(t) = q′(t)

Notăm Q(p) = L[q(t)](p)

Aplicând transformata Laplace ecuaţiei anterioare şi th. de derivare a
originalului obţinem Lp2Q(p)+ 1

C Q(p) = E
(

p
p2+ω2 cosα− ω

ω2+p2 sinα
)

=⇒
=⇒ Q(p) = 1

Lp2+ 1
C

· E ·
(

p
p2+ω2 cosα− ω

ω2+p2 sinα
)

= 1
L · E · 1

p2+ 1
LC

·
(

p
p2+ω2 cosα− ω

ω2+p2 sinα
)

=⇒ Q(p) = 1
L ·E ·

√
LC ·L

[
sin

√
1

LC t
]
(p)·

·L[cosωt · cosα− sinωt · sinα](p) =⇒ q(t) = 1
L · E · √LC·

·
[
cosα · ∫ t

0 sin
√

1
LC τ · cosω(t− τ)dτ − sinα · ∫ t

0 sin
√

1
LC τ · sinω(t− τ)dτ

]

75. Un electron se mişcă ı̂n planul xOy pornind din origine cu viteza
iniţială v0 orientată spre Ox. Să se determine traiectoria electronu-
lui dacă intensitatea câmpului magnetic H este constantă şi orientată
perpendicular pe planul xOy.
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Soluţie. Dacă e este sarcina electronului şi c viteza luminii, atunci
ecuaţiile de mişcare a electronului sunt

mx′′(t) = −e

c
Hy′(t)

my′′(t) =
e

c
Hx′(t)

x(0) = 0, x′(0) = v0, y(0) = 0, y′(0) = 0

Aplicând transformata Laplace şi th. de derivare a originalului obţinem

m(p2X(p)− px(0)− x′(0)) = −e

c
H(pY (p)− y(0))

m(p2Y (p)− py(0)− y′(0)) =
e

c
H(pX(p)− x(0))

Adică
m(p2X(p)− v0) = −e

c
HpY (p)

mp2Y (p) =
e

c
HpX(p)

Din a doua ecuaţie rezultă că Y (p) = eH
cm · 1

p ·X(p)

Deci m(p2X(p)− v0) = − e2

c2m
H2X(p) =⇒ X(p)

(
mp2 + e2

c2m
H2

)
=

= mv0 =⇒ X(p) = v0

p2+ e2

c2m2 H2
=⇒ x(t) = v0cm

eH sin eH
cm t şi

y(t) = v0cm
eH (1− cos eH

cm t), t > 0

76. Mişcarea unui electron ı̂ntr-un câmp electric E şi unul magnetic H
este descrisă printr-o ecuaţie de forma dv

dt = − e
m(E + µv×H), unde v

e vectorul viteză al electronului, m masa lui şi µ permeabilitatea mag-
netică ı̂n vid. Să se determine traiectoria electronului dacă vectorii E
şi H sunt constanţi şi ortogonali şi dacă la momentul t = 0, electronul
este ı̂n origine şi nu are viteză iniţială .

Soluţie. Alegem reperul ortogonal Oxyz astfel ı̂ncât H = Hj, E = Ek.
Fie r = xi+yj+zk = OM , unde M este poziţia curentă a electronului.
Rezultă x′′i + y′′j + z′′k = − e

m(Ek + µ(−Hz′i + Hx′j)) =⇒
=⇒ x′′ = µ e

mHz′, y′′ = 0, z′′ = − e
mE − e

mµHx′, x(0) = y(0) = z(0) =
= 0, x′(0) = y′(0) = z′(0) = 0

Aplicând transformata Laplace şi th. de derivare a originalului obţinem
p2X(p) = µ e

mHZ(p), p2Y (p) = 0, p2Z(p) = − e
m · E

p − e
mµHpX(p)

Notâm a = µ e
mH, b = − e

mE şi avem X(p) = ab
p2(p2+a2)

, Y (p) = 0, Z(p) =

= b
p(p2+a2)

=⇒ x(t) = b
a t− b

a2 sin at, y(t) = 0, z(t) = b
a2 (1− cos at),

t ≥ 0
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9.7 Probleme propuse

Să se calculeze imaginile Laplace ale funcţiilor periodice:

1.

f(t) =





0, dacă 4n < t < 4n + 1
A, dacă 4n + 1 < t < 4n + 2
0, dacă 4n + 2 < t < 4n + 3
−A, dacă 4n + 3 < t < 4n + 4

n = 0, 1, 2, . . .

R: T = 2,L[f(t)](p) = A
p · 1−e−p

ep+e−p

2.

f(t) =





t
a − 4n, dacă 4na < t < (4n + 1)a
− t

a + 4n + 2, dacă (4n + 1)a < t < (4n + 2)a
0, dacă (4n + 2)a < t < (4n + 4)a

n = 0, 1, 2, . . .

R: T = 4a,L[f(t)](p) = 1
ap2 · (1−e−ap)2

1−e−4ap

3.

f(t) =
{

0, dacă 4n < t < 4n + 2
3 sin 2πt, dacă 4n + 2 < t < 4n + 4

n = 0, 1, 2, . . .

R: L[f(t)](p) = 6π
p2+4π2 · e−2p

1+e−2p

Să se calculeze transformatele Laplace ale următoarelor funcţii:

4. f(t) = 3t4 − 2t3 + 4e−3t − 2 sin 5t

R: f(t) = 3 · 4!
p5 − 2 · 3!

p4 + 4 · 1
p+3 − 2 · 5

p2+25

5. f(t) = sin2 ωt

R: L[f(t)](p) = 2ω2

p(p2+4ω2)

6. f(t) = (sin t + cos 2t)2

R: L[f(t)](p) = 1
p − p

2(p2+4)
+ p

2(p2+16)
+ 3

p2+9
− 1

p2+1

7. f(t) = (t + 2)2e3t

R: L[f(t)](p) = 2
(p−3)3

+ 4
(p−3)2

+ 4
p−3 (cf. th. deplasării)

8. f(t) = et sin 2t + e−t cos 4t

R: L[f(t)](p) = 2
(p−1)2+4

+ p+1
(p+1)2+16

(cf. th. deplasării)

9. f(t) =
∫ t
0 τ2 cos 2(t− τ)dτ

R: L[f(t)](p) = 2
p3 · p

p2+4
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10.

u(t) =
{ ∫ t

0 e2τ (t− τ)2dτ, dacă t > 0
0, dacă t ≤ 0

R: L[u(t)](p) = 1
p−2 · 2

p3

11. f(t) = sin at sin bt, a, b ∈ IR

R: L[f(t)](p) = 1
2

[
p

p2+(a−b)2
− p

p2+(a+b)2

]

Să se determine funcţiile original ale căror transformate Laplace sunt:

12. F (p) = p+3
p3+4p2

R: Se descompune ı̂n fracţii simple:

F (p) =
A

p
+

B

p
+

C

p + 4
=⇒ f(t) = At + B + Ce−4t

13. F (p) = p2+3p+1
(p+1)(p+2)(p+3)

R: p2+3p+1
(p+1)(p+2)(p+3) = −1

2 · 1
p+1 + 1

p+2 + 1
2 · 1

p+3 =⇒
=⇒ f(t) = L−1

[
p2+3p+1

(p+1)(p+2)(p+3)

]
(t) = −1

2 ·L−1
[

1
p+1

]
(t)+L−1

[
1

p+2

]
(t)+

+1
2 · L−1

[
1

p+3

]
(t) = −1

2e−t + e−2t + 1
2e−3t

14. F (p) = 2p+1
p(p+1)

R: f(t) = 3et − 1

15. F (p) = 4p+10
p2−12p+32

R: f(t) = −13
2 e4t + 21

2 e8t

16. F (p) = 5p+1
p2+1

R: f(t) = 5 cos t + sin t

17. F (p) = p+2
p2(p+3)

R: f(t) = − 1
27 + t

9 + t3

3 + 1
27e−3t

18. F (p) = 1
p2(p−2)2

R: f(t) =
(

t2

8 − t
4 + 3

16

)
e2t − t

8 − 3
16

19. F (p) = p3+16p−24
p4+20p2+64

R: f(t) = cos 2t− sin 2t + 1
2 sin 4t

20. F (p) = 2p−7
p2+2p+6

R: f(t) = 2e−t cos
√

5t− 9√
5
e−t sin

√
5t
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21. F (p) = 3p−14
p2−4p+8

R: f(t) = e2t(3 cos 2t− 4 sin 2t)

22. F (p) = e−p√
p+1

R: f(t) = e−(t−1) 1√
π(t−1)

(cf. th. ı̂ntârzierii şi deplasării)

23. F (p) = 8e−3p

p2+4
− 3pe−2p

p2−4

R: f(t) = 4 sin 2(t− 3)− 3 cosh 2(t− 2)

24. F (p) = e−p

p2−2p+5
+ pe−2p

p2+9

R: f(t) = 1
2et−1 sin 2(t− 1) + cos 3(t− 2)

25. F (p) = e−p

p2−2p+5

R: f(t) = 1
2et−1 sin 2(t− 1)

26. F (p) = pe−2p

p2+3p+2

R: f(t) = 2e−2(t−2) − e−(t−2)

27. F (p) = ln p+2
p+1

R: f(t) = e−t−e−2t

t (cf. teoremei derivării imaginii sau prin dezvoltarea
ı̂n serie a funcţiei f(t))

28. F (p) = 27−12p
(p+4)(p2+9)

R: f(t) = 3e−4t − 3
2e−3it − 3

2e3it = 3e−4t − 3 cos 3t(am folosit descom-
punerea ı̂n fracţii simple sau teorema reziduurilor)

29. F (p) = 1
2p2−2p+5

R: Cf. formulei (2.6) avem f(t) = 2Re ept

4p−2/p= 1
2
+i 3

2
= 1

3e
t
2 sin 3t

2

30. F (p) = 3p2−1
(p2+1)2

R: Cf. formulei (2.6) avem f(t) = 2Re d
dp [(p− i)2 · 3p2−1

(p−i)(p+i)2
ept]/p=i =

= (1 + 2t) sin t

31. F (p) = 5p2−15p−11
(p+1)(p−2)3

R: f(t) = −1
3e−t + 1

3e2t + 4te2t − 7
2 t2e2t

32. F (p) = 2p−7
p2+2p+6

R: f(t) = 2e−t cos
√

5t− 9√
5
e−t sin

√
5t
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33. F (p) = 5p+1
p2+1

R: f(t) = 5 cos t + sin t

34. F (p) = e−p

p2−2p+5
+ pe−2p

p2+9

R: f(t) = 1
2et−1 sin 2(t− 1) + cos 3(t− 2)

35. F (p) = ln p+2
p+1

R: f(t) = e−t−e−2t

t (cf. teoremei derivării imaginii sau prin dezvoltarea
ı̂n serie a funcţiei f(t))

36. F (p) = 27−12p
(p+4)(p2+9)

R: f(t) = 3e−4t − 3
2e−3it − 3

2e3it = 3e−4t − 3 cos 3t(am folosit descom-
punerea ı̂n fracţii simple sau teorema reziduurilor)

Să se calculeze integralele:

37. I(t) =
∫∞
0

cos tx
1+x2 dx, t > 0

R: I(t) = π
2 e−t

38. I(t) =
∫∞
0

sin x2

x dx

R: I(t) = π
4

39. I(t) =
∫∞
0

sin2 x
x2 dx

R: I(t) = π
2

40. I(t) =
∫∞
0

e−at−e−bt

t sinωtdt, a, b > 0, ω 6= 0

R: I(t) = arctg b
ω − arctg a

ω (cf. ex. 44)

Să se integreze ecuaţiile:

41. x′′ + 6x′ + 9x = 9e3t, x(0) = 0, x′(0) = 0

R: x(t) = e3t−(1+6t)e−3t

4

42. y′′ − 3y′ + 2y = 4et, y(0) = −3, y′(0) = 5 (cf. teoremei derivării
originalului)

R: y(t) = −7et + 4te2t + 4e2t

43. x′′ − 2x′ = e2t + t2 − 1, x(0) = 1
8 , x′(0) = 1

R: x(t) = − t3

6 − t2

4 + t
4 + 1

8e2t(4t + 1)

44. x′′ − 2x′ + 5x = et cos 2t, x(0) = x′(0) = 1

R: x(t) = et sin 2t + 1
4 tet sin 2t(cf. teoremei derivării originalului)
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45. x′′ + 2x′ + x = e−t

t+1 , x(0) = x′(0) = 0

R: x(t) = e−t
∫ t
0

t−τ
τ+1dτ = e−t[(t + 1) ln(t + 1)− t]

46. y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = t2et, y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −2

R: y(t) =
(
1− t− t2

2 + t5

60

)
et

47. x′′′ + x′ = sin t, x(0) = 0, x′(0) = 0, x′′(0) = 0

R: x(t) = 1− cos t− t
2 sin t

48. d2y
dx2 + x dy

dx − y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1

R: y(x) = x

49. xy′′ + 2y′ = x− 1, y(0) = 0

R: y(x) = x(x−3)
6

Să se rezolve sistemele de ecuaţii diferenţiale:

50.
3x′ + 2x + y′ = 1

x′ + 4y′ + 3y = 0

x > 0, x(0) = y(0) = 0

R: x(t) = 1
2 − 3

10e−
6
11

t − 1
5e−t, y(t) = 1

5(e−t − e−
6
11

t)

51.
x′ − x + 2y = 0

x′′ + 2y′ = 2t− cos 2t

x(0) = 0, x′(0) = 2, y(0) = −1

R: x(t) = t2 − 1
2 sin 2t, y(t) = −t + 1

2 t2 + 1
2 cos 2t− 1

4 sin 2t

52.
x′ = 2x− 3y

y′ = y − 2x

x(0) = 8, y(0) = 3

R: x(t) = 5e−t + 3e4t,y(t) = 5e−t − 2e4t

53.
x′ + 5x− 2y = et

y′ − x + 6y = e2t

x(0) = 1, y(0) = −2

R: x(t) = 7
40et + 1

27e2t− 41
45e−4t + 367

216e−7t,y(t) = 1
40et + 7

54e2t− 7
18e−4t−

−367
216e−7t
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54.
x′′ + x′ + y′′ − y = et

x′ + 2x− y′ + y = e−t

x(0) = x′(0) = 0, y(0) = y′(0) = 0

R: x(t) = 1
8et + 1

8(2t− 1)e−t, y(t) = 3
4(t− 1)et − 3

4(3t− 1)e−t

Să se rezolve ecuaţiile integrale:

55. x(t)− 2
∫ t
0 x(τ)dτ = 1

9(1− cos 3t)

R: x(t) = 1
13e2t + 1

13 cos 3t− 2
13 sin 3t(cf. teoremei integrării originalu-

lui)

56. x(t) = t + 4
∫ t
0 (t− τ)x(τ)dτ

R: x(t) = 1
2sh2t

57. x(t) = t cos 3t +
∫ t
0 sin 3(t− τ)x(τ)dτ

R: x(t) = 2 sin 3t− 5√
6
sin
√

6t

58. x(t) = cos t +
∫ t
0 (t− τ)et−τx(τ)dτ

R:x(t) = 1
5e2t + 4

5 cos t− 2
5 sin t

59. O particulă M cu masa de 3 g se mişcă pe direcţia axei Ox, fiind
atrasă spre originea O cu o forţă numeric egală cu 6x (proporţională
cu deplasarea). Dacă la momentul iniţial particula este ı̂n repaus ı̂n
punctul x = 10, să se determine poziţia ei la orice moment t > 0,
presupunând că :

a) asupra particulei nu mai acţionează nici o forţă ;

b) asupra particulei acţionează o forţă de amortizare numeric egală cu
de 9 ori viteza instantanee.

R: a) Aplicăm legea lui Newton : masă · acceleraţie = forţa

Dacă particula M se deplasează pe Ox, fiind la momentul t ı̂n punctul
x(t) > 0, forţa cu care este atrasă ea spre origine va fi −6x(t) (sensul
forţei fiind contrar cu sensul pozitiv de pe Ox); dacă particula M
se găseşte ı̂n punctul x(t) < 0, forţa cu care este atrasă spre origine
are acelaşi sens cu al axei Ox (deci pozitiv), deci forţa va fi −6x(t).
Ecuaţia diferenţială ce descrie mişcarea particulei este 3x′′(t) = −6x(t)
cu condiţiile iniţiale x(0) = 10, x′(0) = 0. rezultă x(t) = 10 cos

√
2t

(deci o mişcare oscilatorie ı̂n jurul poziţiei de echilibru)

b) Se observă că forţa de amortizare este −9x′(t) şi obţinem ecuaţia
diferenţială 3x′′(t) = −6x(t)− 9x′(t) cu condiţiile iniţiale x(0) =
= 10, x′(0) = 0. Rezultă x(t) = 20e−t−10e−2t (deci o mişcare neoscila-
torie, particula tinzând asimptotic spre poziţia de echilibru)
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60. Un punct material de masă m se mişcă rectiliniu, pe axa Ox, sub
acţiunea unei forţe elastice mλx(t), proporţională cu deplasarea şi sub
acţiunea unei forţe rezistente 2mµx′(t), proporţională cu viteza, cu
λ > µ2. Dacă la momentul iniţial punctul material se găseşte ı̂n x0 şi
are viteza v0, să se arate că , la un moment oarecare t, t > 0, poziţia
punctului material este dată de

x(t) =
1
ω

e−µt[ωx0 cosωt + (v0 + µx0) sin ωt]

unde ω2 = λ− µ2

R: Procedând ca la pb. anterioară obţinem mx′′ = −mλx−2mµx′ cu
condiţiile iniţiale x(0) = x0, x

′(0) = v0

61. O bobină de inductivitate 2H, o rezistenţă de 16 ohmi şi un conden-
sator de capacitate 0,02 F sunt conectate ı̂n serie cu o sursă de tensiune
electromotoare de mărime E volţi. la momentul t = 0 sarcina pe con-
densator şi curentul sunt 0. Să se găsească sarcina pe condensator şi
curentul la un moment oarecare t, t > 0 dacă :

a) E = 300 volţi;

b) E = 100 sin 3t volţi

R: Dacă I(t) şi Q(t) sunt valorile la momentul t pentru curent şi pentru
sarcina electrică , aplicând legile lui Kirchoff avem 2dI

dt + 16I + Q
0,02 =

= E, I = dQ
dt , deci 2d2Q

dt2
+ 16dQ

dt + 50Q = E cu condiţiile iniţiale
Q(0) = 0, I(0) = Q′(0) = 0

a) Q = 6− 6e−4t cos 3t− 8e−4t sin 3t, I = 50e−4t sin 3t

b) Q = 25
52(2 sin 3t− 3 cos 3t) + 25

52e−4t(3 cos 3t + 2 sin 3t),
I = 75

52(2 cos 3t + 3 sin 3t)− 25
52e−4t(6 cos 3t + 17 sin 3t)

Observaţia 9.1. Observaţie: S-a utilizat convenţia care presupune
că funcţia original f(t) este ı̂nmulţită cu h(t).



Capitolul 10

Transformarea Z

10.1 Noţiuni teoretice

Definiţia 10.1. Se numeşte semnal discret o funcţie x : ZZ → C, n → xn

(sau x(n) sau x[n]). Mulţimea semnalelelor discrete se va nota cu Sd. Dacă
xn = 0 pentru orice n < 0, se spune că semnalul x este cu suport pozitiv,
iar mulţimea acestor semnale se notează cu S+

d .
Se notează cu δk, k ∈ ZZ fixat, semnalul definit prin:

δk(n) =
{

1, dacă n = k
0, dacă n 6= k

şi vom pune δ0 = δ.

Definiţia 10.2. Dacă x, y ∈ Sd şi seria
∞∑

k=−∞
xn−kyk este convergentă

pentru orice n ∈ ZZ cu suma zn, atunci semnalul z se numeşte convoluţia
semnalelor x şi y şi se notează z = x ∗ y.

Dacă x, y ∈ S+
d , atunci x ∗ y există şi avem x ∗ y = y ∗ x, de asemenea:

x ∗ δ = x şi (x ∗ δk)(n) = x(n− k)
Pentru orice funcţie f : IR → C şi T > 0 (pas de eşantionare) se poate

obţine un semnal discret punând xn = f(nT ), n ∈ ZZ.
Definiţia 10.3. Fiind dat s ∈ Sd, s = (an)n∈ZZ, se numeşte transformata
Z a acestui semnal, funcţia complexă Ls definită prin:

Ls(z) =
∞∑

n=−∞
anz−n

definită ı̂n domeniul de convergenţă al seriei Laurent respective.
Indicăm principalele proprietăţi ale transformării Z:

1. Există R, r > 0 astfel ı̂ncât seria care defineşte transformarea Z con-
verge ı̂n coroana r < |z| < R

230
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2. (Linearitatea) Asocierea s → Ls este C - lineară şi injectivă , aşadar:

Lα1s1+α2s2(z) = α1Ls1(z) + α2Ls2(z), α1, α2 ∈ C, s1, s2 ∈ Sd

3. Dacă s ∈ S+
d , s = (an)n∈IN, atunci lim

z→∞Ls(z) = a0, iar dacă există

lim
n→∞an = l, atunci lim

z→1

z − 1
z

Ls(z) = 1.

4. (Inversarea transformării Z) Fie s ∈ S+
d , s = (an)n∈IN şi se presupune

că funcţia Ls(z) este olomorfă ı̂n domeniul r < |z| < R. Pentru orice
r < ρ < R, fie γρ frontiera discului |z| ≤ ρ parcursă ı̂n sens pozitiv o
singură dată. Atunci avem:

an =
1

2πi

∫

γρ

zn−1Ls(z)dz, n ∈ IN

5. (Teorema de convoluţie) Dacă s, t ∈ S+
d , atunci s ∗ t ∈ S+

d şi avem:

Ls∗t = LsLt

In particular,
Ls∗δk

(z) = z−kLs(z), k ∈ ZZ

In tabelul 10.1 sunt date transformatele Z ale semnalelor uzuale.
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Tabelul 10.1.

Nr. s Ls

1
h = (hn)n∈ZZ unde hn = 0
pentru n < 0 şi hn = 1

pentru n ≥ 0

z

z − 1

2 δk, k ∈ ZZ
1
zk

3 s = (n)n∈IN

z

(z − 1)2

4 s = (n2)n∈IN

z(z + 1)
(z − 1)3

5 s = (an)n∈IN, a ∈ C
z

z − a

6 s = (ean)n∈IN, a ∈ IR
z

z − ea

7 s = (sinωn)n∈IN, ω ∈ IR
z sinω

z2 − 2z cosω + 1

8 s = (cosωn)n∈IN, ω ∈ IR
z(z − cosω)

z2 − 2z cosω + 1

10.2 Probleme rezolvate

1. Să se arate că următorul semnal nu admite transformată Z:

x ∈ S+
d , xn = 2n2

h(n)

Soluţie. Raza de convergenţă a seriei
∞∑

n=0

2n2
z−n este

R = 1

lim
n→∞

n
√

2n2
= 0, deci Dx = ∅

2. Să se determine semnalul x ∈ S+
d a cărui transformată Z este dată

de: a) Ls(z) = z
(z−3)2

b)Ls(z) = z
(z−1)(z2+1)

; c)Ls(z) = z
(z−1)2(z2+z−6)

;
d)Ls(z) = z

z2+2az+2a2 , a > 0 dat.
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Soluţie.

a)xn =
1

2πi

∫

|z|=ρ
zn−1Ls(z)dz = Rez(zn−1Ls(z), 3) =

= Rez(
zn

(z − 3)2
, 3) = lim

z→3

(
(z − 3)2

zn

(z − 3)2

)′
= lim

z→3
nzn−1 = n3n−1

b) xn = 1
2πi

∫
|z|=ρ zn−1Ls(z)dz = Rez(zn−1Ls(z), 1)+Rez(zn−1Ls(z), i)+

+Rez(zn−1Ls(z),−i)

Rez(zn−1Ls(z), 1) = lim
z→1

zn−1 z

(z − 1)(z2 + 1)
(z − 1) =

1
2

Analog Rez(zn−1Ls(z), i) = in

2i(i−1) şi Rez(zn−1Ls(z),−i) = (−1)nin

2i(i+1)

Pentru n = 4k =⇒ xn = 0

Pentru n = 4k + 1 =⇒ xn = 0

Pentru n = 4k + 2 =⇒ xn = 1

Pentru n = 4k + 3 =⇒ xn = 1

c) Rez(zn−1Ls(z), 1) = lim
z→1

[(z − 1)2
z2

(z − 1)2(z2 + z − 6)
]′ =

= lim
z→1

nzn−1(z2 + z − 6)− zn(2z + 1)
(z2 + z − 6)2

= −4n + 3
16

Analog Rez(zn−1Ls(z), 2) = 2n

5 şi Rez(zn−1Ls(z),−3) = − (−3)n

80

Deci xn = −4n+3
16 + 2n

5 − (−3)3

80

d) z1,2 = a(−1± i) sunt poli simpli

xn =
2∑

i=1

Rez(
zn

(z2 + 2a + 2a2)
, zi) =

an(−1 + i)n

2z1 + 2a
+

an(−1− i)n

2z1 + 2a
=

= − i
2a(zn

1 − zn
2 )

z1 şi z2 se scriu:

z1 = a(−1 + i) = a
√

2(cos
3π

4
+ i sin

3π

4
)

z2 = a(−1− i) = a
√

2(cos
3π

4
− i sin

3π

4
)

Deci xn = 2
n
2 an−1 sin 3nπ

4

3. Fie x = (xn)n≥0 din S+
d şi y = (yn)n≥0, unde yn = x0 + x1 + . . . + xn.

Să se arate că Y (z) = z
z−1X(z).
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Soluţie. Fie Y (z) =
∞∑

n=0

ynz−n =
∞∑

n=0

x0z
−n +

∞∑

n=0

x1z
−n + . . .+

+ . . . +
∞∑

n=0

xn−1z
−n +

∞∑

n=0

xnz−n

Dar X(z) =
∞∑

n=0

xnz−n,
∞∑

n=0

xn−1z
−n =

1
z

∞∑

n=0

xnz−n =
1
z
X(z) (deoarece

x−1 = 0);
∞∑

n=0

xn−2z
−n =

1
z2

z−n =
1
z2

X(z) etc. =⇒

=⇒ Y (z) = X(z)
(
1 + 1

z + 1
z2 + . . .

)
= X(z) · z

z−1

4. Dacă x, y ∈ S+
d şi ∀n ∈ ZZ, yn = xn+xn+1, să se calculeze H(z) = Y (z)

X(z) .

Soluţie. Avem y = x + x ? δ−1 =⇒ Y (z) = X(z) + X(z)z =⇒
=⇒ H(z) = 1 + z

5. Cu ajutorul transformării Z, să se rezolve ı̂n mulţimea semnalelor cu
suport pozitiv ecuaţia y ∗ a = x ı̂n următoarele cazuri:

a)a = δ−2 + δ−1 − 6δ, xn = n · h(n), n ∈ ZZ

b)a = δ−2 − 3δ−1 + 2δ, xn = 5 · 3nh(n), n ∈ ZZ

c)a = δ−2 − 5
2
δ−1 + δ, xn = cos(n + 1) · h(n + 1), n ∈ ZZ

Soluţie. a) Deoarece x ∈ S+
d , ecuaţia dată are soluţie y ∈ S+

d şi aceasta
este unică . Intr-adevăr, ecuaţia de convoluţie se scrie

yn+2 + yn+1 − 6yn = n · h(n), n ∈ ZZ (1)

Cu x, y ∈ S+
d , relaţia (1) este identic satisfăcută pentru n ≤ −3, iar

pentru n = −2 şi n = −1 ea furnizează valorile lui y0, respectiv y1:
y0 = 0, y1 = 0. Pentru n ≥ 0 relaţia de recurenţă (1) devine:

yn+2 + yn+1 − 6yn = n, n ∈ ZZ,

cu soluţia unică (yn)n∈IN de ı̂ndată ce y0 şi y1 sunt cunoscuţi.

Deoarece membrul drept al ecuaţiei de convoluţie este un semnal care
admite transformată Z, aplicăm transformarea Z acestei ecuaţii, ı̂n
ipoteza că şi semnalul y ∈ S+

d are transformată Z, Ly(z).

Rezultă Ly(z) = z
(z−1)2(z2+z−6)

, de unde yn = 2n

5 − (−3)n

80 − 4n+3
16 ,

n ∈ IN (vezi ex.2),b)).
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Astfel am găsit un semnal y ∈ S+
d cu proprietatea că Ly∗a(z) = Lx(z).

Din injectivitatea aplicaţiei L rezultă y ∗ a = x şi din unicitatea ı̂n S+
d

a soluţiei ecuaţiei de convoluţie rezultă că semnalul găsit cu ajutorul
transformării Z este cel căutat.

b)Ecuaţia de convoluţie este

yn+2 − yn+1 + 2yn = 5 · 3nh(n), n ∈ ZZ

Aplic transformata Z acestei ecuaţii şi obţinem:

Ly(z)(z2 − 3z + 2) = 5
z

z − 3
=⇒ Ly(z) =

5z

(z − 3)(z2 − 3z + 2)

Descompunem ı̂n fracţii simple şi obţinem:

Ly(z) =
15
2

1
z − 3

+
5
2

1
z − 1

−10
1

z − 2
=⇒ yn =

5
2
(1−2n+1+3n), n ∈ IN

c) x se mai scrie: x = (cosn · h(n))n∈ZZ ∗ δ−1

Aplicând transformata Z relaţiei de convoluţie obţinem:

Ly(z)(z2 − 5
2
z + 1) =

z(z − cos 1)
z2 − 2z cos 1 + 1

z =⇒

=⇒ Ly(z) =
2z(z − cos 1)

(2z2 − 5z + 2)(z2 − 2z cos 1 + 1)
=⇒

=⇒ yn =
2

3(5− 4 cos 1)
[(2−cos 1)2n+1+(2 cos 1−1)2−n−3 cos n], n ∈ IN

6. Cu ajutorul transformării Z, să se determine şirurile (xn)n∈IN definite
prin următoarele relaţii:

a)x0 = 0, x1 = 1, xn+2 = xn+1 + xn, n ∈ IN(şirul lui Fibonacci)

b)x0 = 0, x1 = 1, xn+2 = xn+1 − xn, n ∈ IN

c)x0 = x1 = 0, x2 = −1, x3 = 0, xn+4 + 2xn+3 + 3xn+2 + 2xn+1+
+xn = 0, n ∈ IN

d) x0 = 2, xn+1 + 3xn = 1, n ∈ IN

e)x0 = 0, x1 = 1, xn+2 − 4xn+1 + 3xn = (n + 1)4n, n ∈ IN

Soluţie. Considerăm şirul (xn)n∈IN ca fiind resticţia unui semnal
x ∈ S+

d la IN şi transcriem informaţiile despre şirul dat sub forma unei
ecuaţii de convoluţie a ∗ x = y, pe care o rezolvăm ı̂n S+

d procedând
ca la ex. 3).
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a)Fie x ∈ S+
d aşa ı̂ncât restricţia lui x la IN să fie şirul căutat. Ob-

servăm că
xn+2 − xn+1 − xn = yn, n ∈ ZZ,

unde yn = 0 pentru n 6= −1 şi y−1 = 1.

Aşadar, x ∈ S+
d satisface ecuaţia de convoluţie a ∗ x = y, cu

a = δ−2 − δ−1 + δ, y = δ−1.

Aplicând transformata Z rezultă :

Lx(z)(z2 − z − 1) = z =⇒ xn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5
2

)n]

b)Analog a) avem a ∗ x = y, cu a = δ−2 − δ−1 + δ, y = δ−1

Aplic transformata Z şi obţinem:

Lx(z)(z2 − z + 1) = z =⇒ Lx(z) =
z

z2 − z + 1

Procedând ca la ex.2) obţinem:

xn = Rez

(
zn−1 z

z2 − z + 1
,
1 + i

√
3

2

)
+Rez

(
zn−1 z

z2 − z + 1
,
1− i

√
3

2

)

Calculăm

Rez

(
zn

z2 − z + 1
,
1 + i

√
3

2

)
= lim

z→ 1+i
√

3
2

zn

z2 − z + 1

(
z − 1 +

√
3

2

)
=

=

(
1+i

√
3

2

)n

i
√

3
=

cos 2nπ
3 + i sin 2nπ

3

i
√

3

Analog

Rez

(
zn

z2 − z + 1
,
1− i

√
3

2

)
=

cos 2nπ
3 − i sin 2nπ

3

−i
√

3

Atunci xn = 2√
3
sin 2nπ

3 , n ∈ IN

c)Avem a∗x = y,cu a = δ−4 +2δ−3 +3δ−2 +2δ−1 +δ, y = −δ−2−2δ−1

Aplicând transformata Z obţinem Lx(z) = − z(z+2)
(z2+z+1)2

După ce descompunem ı̂n fracţii simple şi calculăm reziduurile, ţinând
cont că ε1, ε2 sunt poli de ordinul doi, unde ε1, ε2 sunt rădăcinile com-
lexe de ordin 3 ale unităţii, obţinem:

xn =
(2n− 4)(εn

1 − εn
2 )− (n + 1)(εn−1

1 + εn−2
1 − εn−1

2 − εn−2
2 )

(ε2 − ε1)3
=

=
2(n− 1)√

3
sin

2nπ

3
, n ∈ IN
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d)Avem a∗x = y, cu a = δ−1+3δ şi yn = 1, ∀n ≥ 0, y−1 = x0+3x−1 =
= 2, yn = 0,∀n ≤ −2, adică y = 1 + 2δ−1

Aşadar, δ−1 ∗ x + 3δ ∗ x = 1 + 2δ−1

Aplicând transformata Z obţinem zLx(z) + 3Lx(z) = z
z−1 + 2z =

= 2z2+3z
z−1 =⇒ Lx(z) = 2z2+3z

(z−1)(z+3) =⇒ xn = Rez(zn−1 · 2z2+3z
(z−1)(z+3) , 1)+

+Rez(zn−1 · 2z2+3z
(z−1)(z+3) ,−3)

Rez(zn−1 · 2z2+3z
(z−1)(z+3) , 1) = lim

z→1
(z − 1) · zn−1 · 2z2 + 3z

(z − 1)(z + 3)
=

5
4

Rez(zn−1 · 2z2+3z
(z−1)(z+3) ,−3) = lim

z→−3
(z + 3) · zn−1 · 2z2 + 3z

(z − 1)(z + 3)
=

= (−3)n−1 · 12
−4 = −3 · (−3)n−1

Atunci xn = 5
4 − 3 · (−3)n−1

e)Avem a ∗ x = y, a = δ−2 − 4δ−1 + 3δ, yn = 0, n ≤ −2, y−1 = 1,
yn = (n + 1)4n, n ∈ IN

Fie s1 = (n4n)n∈IN şi s2 = (4n)n∈IN

Ls1(z) = −zL′s2
(z) = −z( z

z−4)′ = −z(− 4
(z−4)2

) = 4z
(z−4)2

Deci Lx(z)(z2 − 4z + 3) = 4z
(z−4)2

+ z
z−4 + z = z2

(z−4)2
+ z =⇒

=⇒ Lx(z) = z(z2−7z+16)
(z−4)2(z−1)(z−3)

Descompunem ı̂n fracţii simple şi găsim

xn =
1
9
[18 · 3n + (3n− 13)4n − 5], n ∈ IN

7. Să se determine şirurile (an)n∈IN şi (bn)n∈IN cu a0 = 1, b0 = 1 şi an−1+
+7an − bn = 0, bn+1 + an + 5bn = 0, ∀n ∈ IN

Soluţie.

an−1 + 7an − bn =
{

0, dacă n ≥ 0 sau n ≤ −2
1, dacă n = −1

bn+1 + an + 5bn =
{

0, dacă n ≥ 0 sau n ≤ −2
1, dacă n = −1

Atunci a ∗ δ−1 + 7a ∗ δ − b ∗ δ = δ−1 şi b ∗ δ−1 + a ∗ δ + 5b ∗ δ = δ−1

Aşadar,
La(z)z + 7La(z)− Lb(z) = z

Lb(z)z + La(z) + 5Lb(z) = z

Rezultă La(z) = z
z+6 , Lb(z) = z

z+6 =⇒ an = bn = (−6)n
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10.3 Probleme propuse

1. Să se arate că următorul semnal nu admite transformată Z:

x ∈ Sd, xn = ean, a ∈ C

R: Seria
∞∑

n=0

eanz−n este convergentă ⇐⇒ |z| > |ea|, iar seria

∞∑

n=1

e−anzn este convergentă ⇐⇒ |z| < |ea|. Rezultă Dx = ∅

2. Să se determine semnalul x ∈ S+
d a cărui transformată Z este:

a)Lx(z) = 2z+3
z2−5z+6

; b)Lx(z) = z2+1
z2−z+1

; c)Lx(z) = z
(z−3)2

R: a)x0 = 0, xn = 3n+1 − 7 · 2n−1, n ≥ 1

b)x0 = 1, xn = 2√
3
sin 2nπ

3 , n ≥ 1

c)xn = n3n−1

3. Cu ajutorul transformării Z, să se rezolve ı̂n mulţimea semnalelor
cu suport pozitiv ecuaţia y ∗ a = x ı̂n următoarele cazuri:

a)a = δ−2 − 4δ−1 + 3δ, xn = 2h(n), n ∈ ZZ

b)a = δ−1 − 2δ, xn = (n2 − 2n− 1)h(n), n ∈ ZZ

R: a)Ly(z) = 2z
(z−1)2(z−3)

, yn = 1
2(3n − 2n− 1), n ∈ IN

b)Ly(z) = − z(z+1)
(z−1)3

, yn = −n2, n ∈ IN

4) Cu ajutorul transformării Z, să se determine şirurile (xn)n∈IN

definite prin următoarele relaţii liniare de recurenţă :

a)x0 = 4, x1 = 6, xn+2 − 3xn+1 + 2xn = 0, n ∈ IN

b)x0 = 0, x1 = 11, x2 = −8, x3 = 6, xn+4 − 5
2xn+3 + 5

2xn+1−
−xn = 1, n ∈ IN

c)x0 = 0, x1 = 3, xn+2 − 4xn+1 + 3xn = 2, n ∈ IN

d)x0 = 0, x1 = −1, xn+2 + xn+1 − 6xn = n, n ∈ IN

e) x0 = x1 = 0, xn+2 − 3xn+1 + 2xn = 2n, n ∈ IN

f)x0 = 0, x1 = 1, xn+2 − 5xn+1 + 6xn = 4 · 5n, n ∈ IN

g)x0 = x1 = 0, x2 = 1, xn+3 + 3xn+2 + 3xn+1 + xn = 0, n ∈ IN

R: a)xn = 2 + 2n+1, n ∈ IN

b)a ∗ x = y, a = δ−4 − 5
2
· δ−3 +

5
2
· δ−1 − δ, y = 11 · δ−3 − 71

2
· δ−2+

+ 26 · δ−1 + h =⇒ Lx(z) =
z(22z3 − 93z2 + 123z − 50)

2(z − 1)2(z + 1)(z − 2)(z − 1
2)

=⇒

=⇒ xn = 8(−1)n+1 + 23−n − n, n ∈ IN
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c)xn = 2 · 3n − n− 2, n ∈ IN

d)a ∗ x = y, a = δ−2 + δ−1 − 6 · δ, yn = 0, n ≤ −2, y−1 = −1, yn = n =⇒

=⇒ Lx(z) = − z2

(z − 1)2(z + 3)
=⇒ xn = − 1

16
[(−3)n+1 + 4n + 3], n ∈ IN

e) xn = 1 + 2n−1(n− 2)

f)a∗x = y, a = δ−2−5·δ−1+6·δ, yn = 0, n ≤ −2, y−1 = 1, yn = 4·5n =⇒
=⇒ Lx(z) = z(z−1)

(z−2)(z−3)(z−5) =⇒ xn = 1
3(2n − 3n+1 + 2 · 5n), n ∈ IN

g)xn = (−1)n n(n−1)
2 , n ∈ IN



Capitolul 11

Ecuaţii cu derivate parţiale
de ordinul doi

11.1 Noţiuni teoretice

Fie F : Ω ⊂ IRm → IR. Se numeşte ecuaţie cu derivate parţiale de
ordinul II cu două variabile independente definită de F , problema găsirii
tuturor funcţiilor z(x, y) ce verifică relaţia

F

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y
,
∂2z

∂x2
,

∂2z

∂x∂y
,
∂2z

∂y2

)
= 0 (11.1)

O ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul II se numeşte cvasiliniară , dacă
e liniară ı̂n raport cu derivatele de ordinul II. In cazul a două variabile
independente, forma generală a ecuaţiei cvasiliniare este

A(x, y)
∂2z

∂x2
+2B(x, y)

∂2z

∂x∂y
+C(x, y)

∂2z

∂y2
+D

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
= 0 (11.2)

unde A,B, C sunt funcţii reale, continue, derivabile şi nu toate nule ı̂n acelaşi
timp.

Se numesc curbe caracteristice pentru ecuaţia (11.2), curbele aflate
pe suprafaţele integrale ale acestei ecuaţii, ale căror proiecţii ı̂n planul xOy
verifică ecuaţia caracteristică :

A(x, y)dy2 − 2B(x, y)dxdy + C(x, y)dx2 = 0 (11.3)

Clasificare:
1) Dacă B2 − AC > 0, cele două familii de caracteristice sunt reale şi

distincte şi ecuaţia este de tip hiperbolic.
2)Dacă B2 − AC = 0, avem o singură familie de caracteristice reale şi

ecuaţia este de tip parabolic.
3) Dacă B2 − AC < 0, cele două familii de caracteristice sunt complex

conjugate şi ecuaţia este de tip eliptic.

240



11.1. NOŢIUNI TEORETICE 241

Direcţiile
dy

dx
= µ1(x, y),

dy

dx
= µ2(x, y) (11.4)

determinate de ecuaţia (11.3) se numesc direcţii caracteristice ale ecuaţiei
(11.2).

Prin integrarea ecuaţiilor (11.4) se obţin două familii de curbe ı̂n planul
xOy, ϕ1(x, y) = c1, ϕ2(x, y) = c2 (c1, c2constante arbitrare), curbe care sunt
proiecţiile pe planul xOy ale curbelor caracteristice.

Dacă ecuaţia este de tip hiperbolic, cu schimbarea de variabile
ξ = ϕ1(x, y), η = ϕ2(x, y), ecuaţia (11.2) se aduce la prima formă canonică

∂2z

∂ξ∂η
+ G1

(
ξ, η, z,

∂z

∂ξ
,
∂z

∂η

)
= 0 (11.5)

Dacă se efectuează acum transformarea ξ = x + y, η = x − y, din ecuaţia
(11.5) rezultă

∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
+ G′

1

(
ξ, η, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
= 0 (11.6)

care este a doua formă canonică pentru ecuaţia cvasiliniară de tip hiperbolic.
Dacă ecuaţia este de tip parabolic, ϕ1(x, y) = ϕ2(x, y) = ϕ(x, y), cu

schimbarea de variabile ξ = ϕ(x, y), η = x, ajungem la forma canonică a
ecuaţiei (11.2)

∂2z

∂η2
+ G2

(
ξ, η, z,

∂z

∂ξ
,
∂z

∂η

)
= 0 (11.7)

Dacă ecuaţia este de tip eliptic, funcţiile ϕ1(x, y) şi ϕ2(x, y) sunt complex
conjugate şi notăm α(x, y) = Reϕ1(x, y), β(x, y) = Imϕ1(x, y). Cu schim-
barea de variabile ξ = α(x, y), η = β(x, y) se ajunge la forma canonică a
ecuaţiei (11.2)

∂2z

∂ξ2
+

∂2z

∂η2
+ G3

(
ξ, η, z,

∂z

∂ξ
,
∂z

∂η

)
= 0 (11.8)

In cazul ecuaţiilor liniare şi omogene ı̂n raport cu derivatele parţiale de
ordinul II cu coeficienţi constanţi

A
∂2z

∂x2
+ 2B

∂2z

∂x∂y
+ C

∂2z

∂y2
= 0 (11.9)

A,B, C constante, ecuaţia diferenţială a proiecţiilor curbelor caracteristice
pe planul xOy este

Ady2 − 2Bdxdy + Cdx2 = 0 (11.10)

Direcţiile caracteristice sunt

dy − µ1dx = 0, dy − µ2dx = 0 (11.11)
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şi ne dau y − µ1x = c1, y − µ2x = c2, c1, c2 constante.
Dacă ecuaţia este de tip hiperbolic, cu schimbarea de variabile ξ = y−

−µ1x, η = y − µ2x, ecuaţia (11.9) devine

∂2z

∂ξ∂η
= 0 (11.12)

cu soluţia generală z = f(ξ)+g(η), unde f, g sunt funcţii arbitrare. Revenind
la vechile variabile z(x, y) = f(y − µ1x) + g(y − µ2x)

Dacă ecuaţia este de tip parabolic, µ1 = µ2 = B
A şi ecuaţia (11.10) se

reduce la Ady − Bdx = 0, cu integrala generală Ay − Bx = c, c constantă
Schimbarea de variabile ξ = Ax − By, η = x aduce ecuaţia (11.9) la forma
canonică

∂2z

∂η2
= 0 (11.13)

Soluţia generală a ecuaţiei (11.13) este z = ηf(ξ) + g(ξ), unde f, g sunt
funcţii arbitrare.

Dacă ecuaţia este de tip eliptic, forma sa canonică este ecuaţia Laplace

∂2z

∂ξ2
+

∂2z

∂η2
= 0 (11.14)

Ecuaţia omogenă a coardei vibrante sau ecuaţia undelor plane este

∂2u

∂x2
− 1

a2
· ∂2u

∂t2
= 0, a2 =

ρ

T0
(11.15)

unde ρ este masa specifică liniară a coardei, T0 este tensiunea la care e
supusă coarda ı̂n poziţia de repaus. Soluţia ecuaţiei (11.15) care ı̂ndeplineşte
condiţiile iniţiale u(x, 0) = f(x), ∂u

∂t (x, 0) = g(x), x ∈ [0, l], unde f, g sunt
funcţii precizate este dată de formula lui d’Alembert :

u(x, t) =
1
2
[f(x− at) + f(x + at)] +

1
2a

∫ x+at

x−at
g(τ)dτ (11.16)

Soluţia lui Bernoulli şi Fourier pentru ecuaţia (11.15) cu condiţiile la limită
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0 şi condiţiile iniţiale u(x, 0) = f(x), ∂u

∂t (x, 0) =
= g(x), x ∈ [0, l] este

u(x, t) =
∞∑

n=1

(
An cos

nπa

l
t + Bn sin

nπa

l
t
)

sin
nπ

l
x (11.17)

unde

An =
2
l

∫ l

0
f(x) sin

nπ

l
xdx,Bn =

2
nπa

∫ l

0
g(x) sin

nπ

l
xdx (11.18)
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Soluţia ecuaţiei căldurii

∂2u

∂x2
=

1
a2
· ∂u

∂t
, a2 =

k

cρ
(11.19)

unde k este coeficientul de conductibilitate termică , c căldura specifică , ρ
densitatea, ce satisface condiţia iniţială u(x, 0) = f(x), x ∈ IR, f fiind dată
continuă , mărginită , absolut integrabilă pe IR este dată de

u(x, t) =
1

2a
√

πt

∫ ∞

−∞
f(τ)e−

(x−τ)2

4a2t dτ, t > 0 (11.20)

11.2 Probleme rezolvate

Să se reducă la forma canonică ecuaţiile:

1. 1
x · ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2 = 0

Soluţie. B2 −AC = − 1
x

Dacă x > 0, ecuaţia este de tip eliptic. Cele două familii de caracter-
istice sunt soluţiile ecuaţiei diferenţiale 1

xdy2 + dx2 = 0 =⇒ dy =
= ±i

√
xdx, adică y + i23x

3
2 = c1, y − i23x

3
2 = c2

Facem schimbarea de variabilă ξ = y, η = 2
3x

3
2 .

∂u
∂x = ∂u

∂ξ · ∂ξ
∂x + ∂u

∂η · ∂η
∂x = ∂u

∂η · x
1
2

∂u
∂y = ∂u

∂ξ · ∂ξ
∂y + ∂u

∂η · ∂η
∂y = ∂u

∂ξ

∂2u
∂x2 =

[
∂2u
∂ξ∂η · ∂ξ

∂x + ∂2u
∂η2 · ∂η

∂x

]
· x 1

2 + ∂u
∂η · 1

2x−
1
2 = ∂2u

∂η2 · x + ∂u
∂η · 1

2x−
1
2

∂2u
∂y2 = ∂2u

∂ξ2 · ∂ξ
∂y + ∂2u

∂ξ∂η · ∂η
∂y = ∂2u

∂ξ2

Forma canonică a ecuaţiei va fi:
1
x ·

[
∂2u
∂η2 · x + ∂u

∂η · 1
2x−

1
2

]
+ ∂2u

∂ξ2 = ∂2u
∂η2 + ∂2u

∂ξ2 + 1
3η · ∂u

∂η = 0, deoarece
1
x · 1

2x−
1
2 = 1

2 · 1

x
3
2

= 1
3η

Dacă x < 0, ecuaţia este de tip hiperbolic şi familiile de caracteristice
sunt : y + 2

3(−x)
3
2 = c1, y − 2

3(−x)
3
2 = c2

Facem schimbarea de variabile ξ = y + 2
3(−x)

3
2 , η = y − 2

3(−x)
3
2

Analog se arată că ecuaţia se reduce la forma canonică

∂2u

∂ξ∂η
+

1
6(ξ − η)

·
(

∂u

∂η
− ∂u

∂ξ

)
= 0
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2. (1 + x2)∂2u
∂x2 + (1 + y2)∂2u

∂y2 + x∂u
∂x + y ∂u

∂y = 0

Soluţie. B2 − AC = −(1 + x2)(1 + y2) < 0, deci ecuaţia este de tip
eliptic

Din ecuaţia caracteristică

(1 + x2)dy2 + (1 + y2)dx2 = 0

rezultă √
1 + x2dy = ±i

√
1 + y2dx,

deci familiile de caracteristice sunt

ln(y +
√

1 + y2) + i ln(x +
√

1 + x2) = c1,

ln(y +
√

1 + y2)− i ln(x +
√

1 + x2) = c2

Facem schimbarea de variabile ξ = ln(y+
√

1 + y2), η = ln(x+
√

1 + x2)
∂u
∂x = ∂u

∂ξ · ∂ξ
∂x + ∂u

∂η · ∂η
∂x = ∂u

∂η · 1√
1+x2

∂2u
∂x2 = 1

1+x2 · ∂2u
∂η2 − x

(1+x2)
3
2
· ∂u

∂η

∂u
∂y = 1√

1+y2
· ∂u

∂ξ

∂2u
∂y2 = 1

1+y2 · ∂2u
∂ξ2 − y

(1+y2)
3
2
· ∂u

∂ξ

Ecuaţia se reduce la forma canonică ∂2u
∂η2 + ∂2u

∂ξ2 = 0

3. ∂2u
∂x2 + 2 ∂2u

∂x∂y − 3∂2u
∂y2 + 2∂u

∂x + 6∂u
∂y = 0

Soluţie. A = 1, B = 1, C = −3 =⇒ B2 − AC = 4 > 0, deci ecuaţia
este de tip hiperbolic

Ecuaţia caracteristică este :(
dy
dx

)2
− 2 dy

dx − 3 = 0 =⇒ dy
dx = 3, dy

dx = −1 =⇒ y − 3x = c1, y + x = c2

Facem schimbarea de variabile ξ = y − 3x, η = y + x
∂u
∂x = −3∂u

∂ξ + ∂u
∂η

∂u
∂y = ∂u

∂ξ + ∂u
∂η

∂2u
∂x2 = 9∂2u

∂ξ2 − 6 ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2

∂2u
∂x∂y = −3∂2u

∂ξ2 − 2 ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2

∂2u
∂y2 = ∂2u

∂ξ2 + 2 ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2

Forma canonică este :

−16 ∂2u
∂ξ∂η + 8∂u

∂η = 0 =⇒ ∂2u
∂ξ∂η − 1

2
∂u
∂η = 0
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Să se aducă la forma canonică şi să se determine soluţiile generale ale
ecuaţiilor:

4. ∂2u
∂x2 − 2 cos x · ∂2u

∂x∂y − (3 + sin2 x) · ∂2u
∂y2 − y · ∂u

∂y − (y+sin x)2+8
16 u = 0

Soluţie. B2 −AC = 4 > 0, deci ecuaţia este de tip hiperbolic

Ecuaţia caracteristică este :
(

dy
dx

)2
+ 2 cos x · dy

dx − (3 + sin2 x) = 0 =⇒ dy
dx = − cosx± 2 =⇒

=⇒ 2x + sin x + y = c1, 2x− sinx− y = c2

Facem schimbarea de variabile ξ = 2x + sinx + y, η = 2x− sinx− y
∂u
∂x = (2 + cosx)∂u

∂ξ + (2− cosx)∂u
∂η

∂u
∂y = ∂u

∂ξ − ∂u
∂η

∂2u
∂x2 = (2 + cosx)2 ∂2u

∂ξ2 + 2(4− cos2 x) ∂2u
∂ξ∂η + (2− cosx)2 ∂2u

∂η2 − sinx∂u
∂ξ +

sinx∂u
∂η

∂2u
∂y2 = ∂2u

∂ξ2 − 2 ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2

∂2u
∂x∂y = (2 + cosx)∂2u

∂ξ2 − 2 cos x ∂2u
∂ξ∂η − (2− cosx)∂2u

∂η2

Ecuaţia devine :
∂2u
∂ξ∂η − ξ−η

32 · ∂u
∂ξ + ξ−η

32 · ∂u
∂η + (ξ−η)2+32

64 u = 0

Facem transformrea u(ξ, η) = e−
1
64

(ξ−η)2v(ξ, η) =⇒ ∂2v
∂ξ∂η = 0 =⇒

=⇒ v(ξ, η) = f(ξ) + g(η) =⇒ u(ξ, η) = e−
1
64

(ξ−η)2(f(ξ) + g(η)) =⇒
=⇒ u(x, y) = e−

1
64

(y+sin x)2(f(2x + sin x + y) + g(2x− sinx− y))

5. x2 · ∂2u
∂x2 − 2xy · ∂2u

∂x∂y + y2 · ∂2u
∂y2 + x · ∂u

∂x + y · ∂u
∂y = 0

Soluţie. A = x2, B = −xy, C = y2 =⇒ B2−AC = 0, deci ecuaţia este
de tip parabolic

Ecuaţia caracteristică este :

x2 ·
(

dy
dx

)2
+ 2xy · dy

dx + y2 = 0 =⇒ dy
dx = − y

x =⇒ xy = c

Facem schimbarea de variabile ξ = xy, η = x
∂u
∂x = y · ∂u

∂ξ + ∂u
∂η

∂u
∂y = x · ∂u

∂ξ

∂2u
∂x2 = y2 · ∂2u

∂ξ2 + 2y · ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2

∂2u
∂y2 = x2 · ∂2u

∂ξ2

∂2u
∂x∂y = ∂u

∂ξ + xy · ∂2u
∂ξ2 + x · ∂2u

∂ξ∂η
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Ecuaţia devine :
∂2u
∂η2 + 1

η · ∂u
∂η = 0 =⇒ ∂

∂η

(
η · ∂u

∂η

)
= 0 =⇒ η · ∂u

∂η = f(ξ) =⇒ ∂u
∂η = 1

η ·f(ξ).
Integrăm ı̂n raport cu η şi obţinem u(ξ, η) + g(ξ) = f(ξ) ln η =⇒
=⇒ u(x, y) = f(xy) lnx + g(xy)

6. ∂2u
∂x2 − ∂2u

∂y2 = 16(x2 − y2), u(x, x) = sinx, u(x,−x) = sinx

Soluţie. A = 1, B = 0, C = −1 =⇒ B2 −AC = 1, deci ecuaţia este de
tip hiperbolic

Ecuaţia caracteristică este :
(

dy
dx

)2
− 1 = 0 =⇒ dy

dx = 1, dy
dx = −1 =⇒ x + y = c1, x− y = c2

Facem schimbarea de variabile ξ = x + y, η = x− y

Atunci ∂2u
∂x2 = ∂2u

∂ξ2 + 2 ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2

∂2u
∂y2 = ∂2u

∂ξ2 − 2 ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2

Ecuaţia devine :

4 ∂2u
∂ξ∂η = 16ξη a cărui soluţie este u(x, y) = ξ2η2 + ϕ(ξ) + ψ(η)

Deci soluţia generală a ecuaţiei iniţiale este u(x, y) = (x2 − y2)2 +
ϕ(x + y) + ψ(x− y)

Determinăm funcţiile ϕ şi ψ impunând condiţiile din enunţ . Obţinem

u(x, x) = (x2 − x2)2 + ϕ(x + x) + ψ(x− x)

u(x,−x) = (x2 − (−x)2)2 + ϕ(x− x) + ψ(x + x)

Deci ϕ(2x) = sinx, ψ(2x) = sinx. Considerăm 2x = t, deci ϕ(t) =
= sin t

2 , ψ(t) = sin t
2

Aşadar, u(x, y) = (x2 − y2)2 + sin x+y
2 + sin x−y

2 =
= (x2−y2)2+2 sin x+y+x−y

2 cos x+y−x+y
2 = (x2−y2)2+2 sin x

2 cos y
2

7. ∂2u
∂x2 + 4 ∂2u

∂x∂y + 3∂2u
∂y2 + 16xy = 0

Soluţie. A = 1, B = 2, C = 3 =⇒ B2 − AC = 1, deci ecuaţia este de
tip hiperbolic

Ecuaţia caracteristică este :
(

dy
dx

)2
− 4 dy

dx + 3 = 0 =⇒ dy
dx = 3, dy

dx = 1 =⇒ 3x− y = c1, x− y = c2

Facem schimbarea de variabile ξ = 3x− y, η = x− y

∂2u
∂x2 = 9∂2u

∂ξ2 + 6 ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2

∂2u
∂y2 = ∂2u

∂ξ2 + 2 ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2
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∂2u
∂x∂y = −3∂2u

∂ξ2 − 4 ∂2u
∂ξ∂η − ∂2u

∂η2

Ecuaţia iniţială are forma canonică :
∂2u
∂ξ∂η = (ξ − η)(ξ − 3η)

Integrăm mai ı̂ntâi ı̂n raport cu ξ şi apoi cu η şi obţinem soluţia :

u(ξη) = ξη
3 (ξ2 − 3ξη + 3η2) + f(ξ) + g(η)

Deci soluţia ecuaţiei iniţiale este :

u(x, y) = (3x− y)(x− y)(x2 + 1
3y2) + f(3x− y) + g(x− y)

8. 4∂2u
∂x2 + 4 ∂2u

∂x∂y + ∂2u
∂y2 + 12∂u

∂x + 6∂u
∂y + 9u = 0

Soluţie. A = 4, B = 2, C = 1 =⇒ B2 − AC = 0, deci ecuaţia este de
tip parabolic

Ecuaţia caracteristică este :

4
(

dy
dx

)2
− 4 dy

dx + 1 = 0 =⇒ dy
dx = 1

2 =⇒ x− 2y = c

Facem schimbarea de variabile ξ = x− 2y, η = x

∂2u
∂x2 = ∂2u

∂ξ2 + 2 ∂2u
∂ξ∂η + ∂2u

∂η2

∂2u
∂y2 = 4∂2u

∂ξ2

∂2u
∂x∂y = −2∂2u

∂ξ2 − 2 ∂2u
∂ξ∂η

∂u
∂x = ∂u

∂ξ + ∂u
∂η

∂u
∂y = −2∂u

∂ξ

Obţinem forma canonică :

4∂2u
∂η2 + 12∂u

∂η + 9u = 0

Vom considera aceasta relaţie ca o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi
constanţi de ordinul doi pentru funcţia u de variabilă η. Ecuaţia car-
acteristică ataşată este : 4λ2 + 12λ + 9 = 0 =⇒ λ1 = λ2 = −3

2

Astfel soluţia generală poate fi scrisă sub forma :

u(ξ, η) = [f(ξ) + ηg(ξ)]e−
3
2
η

Atunci soluţia generală a ecuaţiei iniţiale este :

u(x, y) = [f(x− 2y) + xg(x− 2y)]e−
3
2
x

9. ∂2u
∂x∂y − a

x−y · ∂u
∂x + a

x−y · ∂u
∂y + a−a2

(x−y)2
u = 0

Soluţie. Facem schimbarea de funcţie u = (x− y)αv şi vom determina
α astfel ı̂ncât să obţinem o formă cât mai simplă a ecuaţiei.

Ecuaţia devine :
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(x−y)2 · ∂2u
∂x∂y−(x−y)(α+a)

(
∂v
∂x − ∂v

∂y

)
−v[α2+α(2a−1)+a2−a] = 0

Pentru α = −a =⇒ ∂2v
∂x∂y = 0 =⇒ v(x, y) = f(x) + g(y) =⇒ u(x, y) =

= f(x)+g(y)
(x−y)a

10. Să se găsească soluţia generală a ecuaţiei lui Euler

1
x2
· ∂

∂x

(
x2 · ∂u

∂x

)
− ∂2u

∂y2
= 0

Soluţie. Ecuaţia devine ∂2u
∂x2 − ∂2u

∂y2 + 2
x · ∂u

∂x = 0

A = 1, B = 0, C = −1 =⇒ B2 − AC = 1 > 0, deci ecuaţia este de tip
hiperbolic

Facem schimbarea de funcţie u(x, y) = v(x,y)
x

∂u
∂x = 1

x · ∂v
∂x − 1

x2 · v
∂u
∂y = 1

x · ∂v
∂y

∂2u
∂x2 = 1

x · ∂2v
∂x2 − 2

x2 · ∂v
∂x + 2

x3 · v
∂2u
∂y2 = 1

x · ∂2v
∂y2

Ecuaţia devine : ∂2v
∂x2 − ∂2v

∂y2 = 0

Ecuaţia caracteristică este :
(

dy
dx

)2
− 1 = 0 =⇒ x + y = c1, x− y = c2

Facem schimbarea de variabile ξ = x + y, η = x − y. Atunci obţinem
ecuaţia ∂2v

∂x∂y = 0, care are soluţia v(ξ, η) = f(ξ) + g(η) =⇒ v(x, y) =

= f(x + y) + g(x− y) =⇒ u(x, y) = f(x+y)+g(x−y)
x

Să se rezolve problemele Cauchy:

11. (l2−x2)· ∂2u
∂x2−x· ∂u

∂x− ∂2u
∂y2 = 0, 0 < x < l, u(x, 0) = arcsin x

l ,
∂u
∂y (x, 0) = 1

Soluţie. B2 −AC = l2 − x2 > 0, deci ecuaţia este de tip hiperbolic

Ecuaţia caracteristică este :

(l2 − x2) ·
(

dy
dx

)2
− 1 = 0 =⇒ dy

dx = ± 1√
l2−x2

=⇒ arcsin x
l + y =

= c1, arcsin x
l − y = c2

Facem schimbarea de variabile ξ = arcsin x
l + y, η = arcsin x

l − y

Forma canonică este ∂2u
∂x∂y = 0 cu soluţia generală u(ξ, η) = f(ξ)+

+g(η) =⇒ u(x, y) = f(arcsin x
l + y) + g(arcsin x

l − y)

Determinăm f şi g din condiţiile iniţiale :
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f(arcsin x
l ) + g(arcsin x

l ) = arcsin x
l

f ′(arcsin x
l )− g′(arcsin x

l ) = 1

Notăm arcsin x
l = v şi obţinem

f(v) + g(v) = v

f ′(v)− g′(v) = 1

Deci f(v)− g(v) = v − v0, v0 constantă

Atunci f(v) = v − v0
2 , g(v) = v0

2

Soluţia ecuaţiei date este u(x, y) = arcsin x
l + y

12. 3∂2u
∂x2 + 7 ∂2u

∂x∂y + 2∂2u
∂y2 = 0, u(x, 0) = x3, ∂u

∂y (x, 0) = 2x2

Soluţie. A = 3, B = 7
2 , C = 2 =⇒ B2 − AC = 25

5 > 0, deci ecuaţia
este de tip hiperbolic

Ecuaţia caracteristică este :

3dy2 − 7dxdy + 2dx2 = 0 =⇒ 3
(

dy
dx

)2
− 7 dy

dx + 2 = 0 =⇒ dy
dx = 2 şi

dy
dx = 1

3 . Atunci familiile de curbe caracteristice sunt :

2x− y = c1

x− 3y = c2

Cu schimbarea de variabile ξ = 2x − y, η = x − 3y, ecuaţia se reduce
la forma canonică ∂2u

∂ξ∂η = 0 =⇒ u(x, y) = ϕ(2x− y) + ψ(x− 3y)

Condiţiile problemei Cauchy sunt :

ϕ(2x) + ψ(x) = x3

−ϕ′(2x)− 3ψ′(x) = 2x2

Integrând a doua relaţie obţinem −1
2ϕ(2x)− 3ψ(x) = 2

3x3 + k

Atunci ϕ(2x) = 19
96(2x)3 + c1 şi ψ(x) = − 7

12x3 − c1, deci u(x, y) =
= 19

96(2x− y)3 − 7
12(x− 3y)3

13. x2 ∂2u
∂x2 − y2 ∂2u

∂y2 = 0, u(x, 1) = x2, ∂u
∂y (x, 1) = x

Soluţie. B2 −AC = x2y2 > 0, deci ecuaţia este de tip hiperbolic

Ecuaţia caracteristică este :

x2dy2 − y2dx2 = 0 =⇒
(

dy
dx

)2
= y2

x2 =⇒ dy
dx = ± y

x . Deci curbele
caracteristice sunt : xy = c1,

y
x = c2

Facem schimbările de variabile ξ = xy, η = y
x

∂u
∂x = ∂u

∂ξ · ∂ξ
∂x + ∂u

∂η · ∂η
∂x = ∂u

∂ξ · y + ∂u
∂η ·

(− y
x2

)
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∂2u
∂x2 =

(
∂2u
∂ξ2 · ∂ξ

∂x + ∂2u
∂ξ∂η · ∂η

∂x

)
· y +

(
∂2u
∂ξ∂η · ∂ξ

∂x + ∂2u
∂η2 · ∂η

∂x

)
· (− y

x2

)
+ ∂u

∂η ·
·(−y·(−2)x−3) =

[
∂2u
∂ξ2 · y + ∂2u

∂ξ∂η ·
(− y

x2

)]·y+
[

∂2u
∂ξ∂η · ·y + ∂2u

∂η2 ·
(− y

x2

)] ·
· (− y

x2

)
+ ∂u

∂η · 2y
x3

∂u
∂y = ∂u

∂ξ · ∂ξ
∂y + ∂u

∂η · ∂η
∂y = ∂u

∂ξ · x + ∂u
∂η · 1

x

∂2u
∂y2 =

(
∂2u
∂ξ2 · ∂ξ

∂y + ∂2u
∂ξ∂η · ∂η

∂y

)
· x +

(
∂2u
∂ξ∂η · ∂ξ

∂y + ∂2u
∂η2 · ∂η

∂y

)
· 1

x =

=
(

∂2u
∂ξ2 · x + ∂2u

∂ξ∂η · 1
x

)
· x +

(
∂2u
∂ξ∂η · x + ∂2u

∂η2 · 1
x

)
· 1

x

Ecuaţia devine : x2y2 · ∂2u
∂ξ2 − y2 · ∂2u

∂ξ∂η − y2 · ∂2u
∂ξ∂η + y2

x2 · ∂2u
∂η2 + 2y

x · ∂u
∂η−

−x2y2 · ∂2u
∂ξ2 − y2 · ∂2u

∂ξ∂η − y2

x2 · ∂2u
∂η2 = 0 =⇒ −4y2 ∂2u

∂ξ∂η + 2 y
x · ∂u

∂η = 0 =⇒
=⇒ −4ξη ∂2u

∂ξ∂η + 2η · ∂u
∂η = 0 =⇒ −2ξ ∂2u

∂ξ∂η + ∂u
∂η = 0 =⇒ 2ξ ∂2u

∂ξ∂η − ∂u
∂η =

= 0 =⇒ ∂
∂η

(
2ξ ∂u

∂ξ − u
)

= 0 =⇒ u = ϕ(ξ) +
√

ξψ(η) =⇒ u(x, y) =

= ϕ(xy) +
√

xyψ
(

x
y

)

Pentru determinarea funcţiilor ϕ şi ψ folosim condiţiile iniţiale:

ϕ(x) +
√

xψ(x) = x2

xϕ′(x)− x
√

xψ′(x) + 1
2

√
xψ(x) = x

Rezultă că ϕ(x) = 1
3x2 + x− c

√
x

ψ(x) = 2
3x
√

x−√x + c

Soluţia problemei este u(x, y) = 1
3(xy)2 +xy +

√
xy

[
2
3

(
x
y

) 3
2 −

(
x
y

) 1
2

]

14. Să se determine soluţia ecuaţiei ∂
∂x

[(
1− x

h

)2 ∂u
∂x

]
= 1

a ·
(
1− x

h

)2 ∂2u
∂t2

ce

satisface condiţiile u(x, 0) = f(x), ∂u
∂t (x, 0) = F (x).

Soluţie. Facem schimbarea de funcţie u(x, t) = v(x,t)
h−x şi obţinem ecuaţia

coardei vibrante ∂2v
∂x2 = 1

a2 · ∂2v
∂t2

Condiţiile iniţiale devin v(x, 0) = (h−x)f(x) şi ∂v
∂t (x, 0) = (h−x)F (x)

Cf. formulei lui d’Alembert avem

v(x, t) = (h−x+at)f(x−at)+(h−x−at)f(x+at)
2 + 1

2a

∫ x+at
x−at (h − τ)F (τ)dτ =⇒

u(x, t) = (h−x+at)f(x−at)+(h−x−at)f(x+at)
2(h−x) + 1

2a

∫ x+at
x−at

h−τ
h−xF (τ)dτ

15. ∂2u
∂x2 − ∂2u

∂t2
= 0, u(x, 0) = x

1+x2 , ∂u
∂t (x, 0) = sinx

Soluţie. Cf. formulei lui d’Alembert avem



11.2. PROBLEME REZOLVATE 251

u(x, t) = 1
2 ·

[
x−t

1+(x−t)2
+ x+t

1+(x+t)2

]
+1

2

∫ x+t
x−t sin ydy = 1

2 ·
[

x−t
1+(x−t)2

+ x+t
1+(x+t)2

]
−

−1
2 [cos(x + t)− cos(x− t)] = 1

2 ·
[

x−t
1+(x−t)2

+ x+t
1+(x+t)2

]
−

−1
2 · [−2 sin x+t+x−t

2 sin x+t−x+t
2 ] =

[
x−t

1+(x−t)2
+ x+t

1+(x+t)2

]
+ sinx sin t

16. ∂2u
∂t2

− ∂2u
∂x2 = ex, x ∈ IR, t > 0, u(x, 0) = sinx, ∂u

∂t (x, 0) = x + cosx

Soluţie. Vom căuta o schimbare convenabilă de funcţie pentru a obţine
o ecuaţie omogenă ı̂n locul celei neomogene. Fie u(x, t) = v(x, t)− ex.
Pentru v obţinem următoarea problemă Cauchy :
∂2v
∂t2

− ∂2v
∂x2 = 0, x ∈ IR, t > 0, v(x, 0) = ex + sin x, ∂u

∂t (x, 0) = x + cos x

Cf. formulei lui d’Alembert avem

v(x, t) = ex cosh t + xt + sin(x + t) =⇒ u(x, t) = ex(cosh t− 1) + xt+
+sin(x + t)

17. Să se determine vibraţiile unei coarde de lungime l, având capetele fix-
ate, când forma iniţială a coardei e dată de funcţia ϕ(x) = 4

(
x− x2

l

)
,

iar viteza iniţială este 0.

Soluţie. Avem de rezolvat următoarea problemă :
∂2u
∂x2 = ∂2u

∂t2
, 0 ≤ x ≤ l, t > 0

u(0, t) = u(l, t) = 0
u(x, 0) = ϕ(x), ∂u

∂t (x, 0) = 0.

Cf. (11.18), Bn = 0 şi
An = 2

l

∫ l
0 4

(
x− x2

l

)
sin nπ

l xdx = 8
l

∫ l
0 x sin nπ

l xdx− 8
l2

∫ l
0 x2 sin nπ

l xdx

∫ l
0 x sin nπ

l xdx = − l
nπx cos nπ

l x/l
0 + l

nπ

∫ l
0 cos nπ

l xdx =
= − l2

nπ (−1)n + l2

n2π2 sin nπ
l x/l

0 = (−1)n+1 l2

nπ∫ l
0 x2 sin nπ

l xdx = − l
nπx2 cos nπ

l x/l
0+ 2l

nπ

∫ l
0 x cos nπ

l xdx = (−1)n+1 l3

nπ+

+ 2l
nπ

[
l

nπx sin nπ
l x/l

0 − l
nπ

∫ l
0 sin nπ

l xdx
]

= (−1)n+1 l3

nπ+ 2l
n3π3 cos nπ

l x/l
0 =

= (−1)n+1 l3

nπ + 2l
n3π3 [(−1)n + 1]

Deci An = (−1)n+1 8l
nπ − (−1)n+1 8l

nπ − 16
n3π3 [(−1)n − 1]

Atunci A2n = 0, A2n+1 = 32l
(2n+1)3π3

Aşadar, cf. (11.17),

u(x, t) = 32l
π3

∑

n≥0

1
(2n + 1)3

cos
(2n + 1)π

l
t sin

(2n + 1)π
l

x
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18. ∂2u
∂t2

= 4 · ∂2u
∂x2 , 0 < x < 1, t > 0, u(x, 0) = sin 3x− 4 sin 10x, ∂u

∂t (x, 0) =
= 2 sin 4x + sin 6x, 0 ≤ x ≤ π, u(0, t) = u(π, t) = 0

Soluţie. Trebuie să determinăm coeficienţii An şi Bn din formula (11.17).

Din u(x, 0) = sin 3x − 4 sin 10x =⇒
∞∑

n=1

An sinnx = sin 3x − 4 sin 10x.

Egalând coeficienţii obţinem A3 = 1, A10 = −4, An = 0, pentru
n 6= 3, 10

Din ∂u
∂t (x, 0) = 2 sin 4x+sin 6x =⇒

∞∑

n=1

2nBn sinnx = 2 sin 4x+sin 6x.

Egalând coeficienţii obţinem B4 = 1
4 , B6 = 1

12 , Bn = 0, pentru n 6=
6= 4, 6

Deci u(x, t) = cos 6t sin 3x− 4 cos 20t sin 10x + 1
4 sin sin 8t sin 4x+

+ 1
12 sin 12t sin 6x

19. ∂2u
∂t2

= 9 · ∂2u
∂x2 , 0 < x < π, t > 0, u(x, 0) = 6 sin 2x + 2 sin 6x, ∂u

∂t (x, 0) =
= 11 sin 9x− 14 sin 15x, 0 ≤ x ≤ π, u(0, t) = u(π, t) = 0, t ≥ 0

Soluţie. Trebuie să determinăm coeficienţii An şi Bn din formula (11.17).

Din u(x, 0) = 6 sin 2x + 2 sin 6x =⇒
∞∑

n=1

An sinnx = 6 sin 2x + 2 sin 6x.

Egalând coeficienţii obţinem A2 = 6, A6 = 2, An = 0, pentru n 6= 2, 6

Din ∂u
∂t (x, 0) = 11 sin 9x− 14 sin 15x =⇒

∞∑

n=1

3nBn sinnx = 11 sin 9x−

−14 sin 15x. Egalând coeficienţii obţinem B9 = 11
27 , B15 = −14

45 , Bn =
0, pentru n 6= 9, 15

Deci u(x, t) = 6 cos 6t sin 2x + 2 cos 18t sin 6x + 11
27 sin 27t sin 5x−

−14
45 sin 45t sin 15x

11.3 Probleme propuse

Să se reducă la forma canonică ecuaţiile:

1. (l2 − x2)∂2u
∂x2 − ∂2u

∂y2 − 2x∂u
∂x − 1

4u = 0, 0 < x < l

R: ∂2u
∂ξ∂η − 1

4tg ξ−η
2

(
∂u
∂ξ − ∂u

∂η

)
− u

16 = 0

2. y2 ∂2u
∂x2 + x2 ∂2u

∂y2 = 0

R: ∂2u
∂ξ2 + ∂2u

∂η2 + 1
2ξ · ∂u

∂ξ + 1
2η · ∂u

∂η = 0
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3. x2 ∂2u
∂x2 − 2xy ∂2u

∂x∂y + y2 ∂2u
∂y2 − x∂u

∂x − y ∂u
∂y = 0

R: ∂2u
∂η2 − 4 ξ

η2 · ∂u
∂ξ − 1

η · ∂u
∂η = 0

4. 6∂2u
∂x2 − ∂2u

∂x∂y + u = y2

R: ∂2u
∂ξ∂η = u− η2

5. ∂2u
∂x2 + 4 ∂2u

∂x∂y + 5∂2u
∂y2 + ∂u

∂x + 2∂u
∂y = 0

R: ∂2u
∂ξ2 + ∂2u

∂η2 + ∂u
∂η = 0

6. 4∂2u
∂x2 + 4 ∂2u

∂x∂y + ∂2u
∂y2 − 2∂u

∂y = 0

R: ∂2u
∂η2 + ∂u

∂ξ = 0

7. ∂2u
∂x2 − 6 ∂2u

∂x∂y + 10∂2u
∂y2 + ∂u

∂x − 3∂u
∂y = 0

R: ∂2u
∂ξ2 + ∂2u

∂η2 + ∂u
∂η = 0

Să se rezolve problemele Cauchy:

8. 2∂2u
∂x2 − 7 ∂2u

∂x∂y + 3∂2u
∂y2 = 0, u(0, y) = y3, ∂u

∂x(0, y) = y

R: u(x, y) = 1
5

[
(3x + y)2 − (3x + y)3 + 3

4(x + 2y)3 − 1
4(x + 2y)2

]

9. ∂2u
∂x2 +2 cosx· ∂2u

∂x∂y−sin2 x·∂2u
∂y2−sinx·∂u

∂y = 0, u(x, sinx) = x4, ∂u
∂y (x, sinx) =

= x

R: u(x, y) = 1
2(x + sin x− y)2− 1

4(x + sinx− y)2 + 1
2(x− sinx + y)4+

+1
4(x− sinx + y)2

10. ∂2u
∂x2 + 2 ∂2u

∂x∂y − 3∂2u
∂y2 = 0, u(x, 0) = 3x2, ∂u

∂y (x, 0) = 0

R: u(x, y) = 1
2(3x + y)2 − 3

2(x + y)2

11. ∂2u
∂x2 − 1

4 · ∂2u
∂t2

= 0, u(x, 0) = ex, ∂u
∂t (x, 0) = 4x

R: u(x, t) = 1
2(ex−2t + ex+2t) + 4xt (cf. formulei lui d’Alembert)

12. ∂2u
∂x2 − 1

a2 · ∂2u
∂t2

= 0, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0, a > 0, u(x, 0) =
= sin x, ∂u

∂t (x, 0) = sinx, u(0, t) = 0, u(π, t) = 0

R: Cf. (11.17) şi (11.18), u(x, t) =
(
cos at + sin at

a

)
sinx

13. ∂2u
∂x2 − 1

4 · ∂2u
∂t2

= 0, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0, u(x, 0) = x(1− x), ∂u
∂t (x, 0) =

= 0, u(0, t) = u(1, t) = 0

R: Cf. (11.17) şi (11.18), u(x, t) =
∞∑

n=2

4
(nπ)3

(1 − (−1)n) · cos 2nπt ·
sinnπx
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14. ∂2u
∂t2

= 9·∂2u
∂x2 , 0 < x < π, t > 0, u(x, 0) = sinx−2 sin 2x+sin 3x, ∂u

∂t (x, 0) =
= 6 sin 3x− 7 sin 5x, 0 ≤ x ≤ π, u(0, t) = u(π, t) = 0, t ≥ 0

R: u(x, t) = cos 3t sinx− cos 6t sin 2x + cos 9t sin 3x + 2
3 sin 9t sin 3x−

− 7
15 sin 15t sin 5x
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[5] Cenuşă , Gh., Raischi, C., Baz, Dragomira, Toma, M., Burlacu, Veron-
ica, Sacui, I., Mircea, I. (2000) Matematici pentru economişti , Ed.
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II Verificarea ipotezelor statistice , Ed. Academiei , Bucureşti.
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